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GLASNIK MATEMATIČKO-FIZIČKI I ASTRONOMSKI 
PERIODICUM MATHEMATICO-PHYSICUM ET ASTRONOMICUM 


Serija II. Zagreb 1950 ; leo A No:2=8 


O JEDNOM TEOREMU G. MONGEA 
Dr. Stanko Bilinski, Zagreb 


G. Monge je našao jedan zanimljiv teorem o četverokutu, 
koji prema M. Chaslesu!) glasi ovako: 


Si un point pris dans le plan du quadrilatére est 
regardé comme le sommet commun de six triangles 
ayant pour bases les quatre cotes et les deux diagonales 
du quadrilatére, le produit des aires des triangles qui 

(A) auront pour bases les deux diagonales sera égal d la 
somme ou d la différence des produits des aires des 
triangles qui auront pour bases les cotes opposés, selon 
que le point sera pris au dehors ou dans l’intérieur 
du quadrilatére«. 


U ovoj formulaciji, kako će se razabrati, taj teorem nije 
ispravan. 

Ispravno bismo mogli Mongeov teorem izreći na pr. ovako: 

Ako je T, T, T, T, bilo koji četverokut u ravnini, a T, 
bilo koja točka te ravnine, tada za mjerne brojeve površina P,, 
orijentiranih trokuta (A Ty T,T, (t,j—=1, 2, 3, 4; 124), kojima 
je vrh u točki Ty, a stranice odnosno dijagonale T, T, četvero- 
kuta su im osnovice, vrijedi relacija 


Pi2:P24 + Pi3° Pag + Pig: Po3 = 0. (1) 


Najprije ćemo dati dva vrlo jednostavna dokaza ovako 
formuliranog teorema. 


1) Članak G. Mongea, koji sadržava taj teorem, nalazi se u »Journ. de 
PEc, Pol.« Cahier XV, p. 86., dok je gornji tekst teorema uzet iz knjige 
»M. Chasles, Traité de géométrie supérieure« (Paris 1852; -2. izd. 1880). 
Kako mi nisu pristupačni ni članak Mongea ni knjiga Chaslesa, nisu 
mi poznati niti njihovi dokazi spomenutog teorema. Gornji podaci o 
literaturi i sam tekst teorema uzeti su iz primjedbe E. Jahnkea, na 
jedan članak E. Eckhardta u »Archiv der Mathematik und Physik« III. 
R., Bd, 28 (1920), p. 191. 
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Prvi dokaz: Uzet ćemo ishodište pravokutnog koordinatnog 


sustava u točki T,. Točka T, neka ima tada koordinate 


ISU, (a= Loyd, 4): 
Budući da je 


I BT a 
2 |x, y 
$ Bi J 
bit će 
Pi2: P34 = X41 Xz Yo Ys — Lo 13 Y1 Ya — Li L4 Yo YZ + 
+ T2 Ka Y1 Y3, 
P33° Paz = Ti La Yo Y3 — T3 Xe Yi Yo— Ti Xo YR Ya 
+ Tea Xz Yi Ya; 
P44: Pog = X11 Lo Ys Ys — Lo Ta Vi Y3— Zi XZ Yo Ys + 
+ £3 Ta Yi Yo- 


(2) 


(3) 


Zbrajanjem ovih triju jednadžbi slijedi relacija (1), pa je 


tako teorem dokazan. 


Drugi dokaz: Uzet ćemo točku T, u ishodištu Gaussove 
ravnine. Svaki će vrh četverokuta biti tada određen jednim 
kompeksnim brojem, pa neka dakle broj z, određuje vrh T,. 


Poći ćemo sada od algebarskog identiteta 


(a1 — a2) (43 — a4) + (a; — a3) (a4 — ae) + 
(a; — a4) (aa — a3) =0, 


i uvrstiti u tu relaciju vrijednosti 


a, = = ; (y=; 34) 
pa ako tako dobivenu relaciju pomnožimo još sa 
ho oke 
le 16 Z1 22 23 2) , 


mozemo ju pisati u obliku 


i a = i 8 E 
zv (zy Za — Ze 21) * ru (2s ža — Za 2s) tr 


I i (Zi Za — 23 21) * 4 (za Ze — 22 Z4) + 


i 


= = 1 a = 
(24 Zai— 24 Zu) . (Za Za — 23 Za) = 0. 


(4) 


(5) 


(6) 


O jednom teoremu G. Mongea BI 
Budući da je 


P «+3 i eu M 
kr? 4 2 


(7) 


NI 


slijedi iz (6) i opet relacija (1). 
Razabiremo, da ovi dokazi relacije (1) vrijede u svakom 

slučaju bez obzira na to kakav je četverokut, konveksan ili 

konkavan, i da li mu se stranice međusobno presijecaju ili ne. 


Pokazat ćemo sada, da formulacija (A) Mongeova teorema 
doista nije ispravna. 

U tu svrhu uzmimo najprije jednostavniji slučaj kada je 
dani četverokut T, T, T,T, konveksan, pa ćemo dalje proma- 
trati potpuni četverovrh određen točkama T,,T,,T;,T,. Neka 
su sa T, odnosno T, označene dijagonalne točke, u kojima se 
sijeku parovi suprotnih stranica T, T, i T, T, odnosno T, T, 1 
T,T,. (Vidi sliku). Zamislimo sada da se točka T, u ravnini 
četverokuta giba. Samo onda, kad T, pri tom presiječe pravac 
T,T,, mijenja se orijentacija trokuta AT) T; T,. Prema tome 
će i površina P,, tog trokuta mijenjati svoj predznak samo onda, 
kad točka T, prijeđe preko pravca T,T,. Shvatimo li ravninu 
projektivno, bit će ona pravcima T,T, T,T3, T;T,4, T, 74, 
razdijeljena u sedam područja i to tri četverokuta Tyo34, 11536 


92 Dr. Stanko Bilinski, Zagreb, 


Fogao i četiri trokuta Ay45; Aara» dss 1 dase. U. Svakojvod to- 
čaka T,, Ts, Ts, Ty, T;, Te sastaju se po četiri takva područja 
i to tako, da se u cikličnom slijedu oko svakog vrha redom 
izmjenjuju trokut i četverokut. Mijenja li T, samo unutar jed- 
nog od tih područja svoj položaj (ne prelazeći pri tom preko 
beskonačno dalekog pravca), brojevi 
Piz, Pes, Psa; Pas (8) 
ostaju stalno istog predznaka, ali prijeđe li T, preko bilo koje 
stranice u susjedno područje, tada uvijek jedan od ta četiri 
broja mijenja i svoj predznak. Treba ovdje uočiti da svaki put, 
koji vodi iz bilo kojeg četverokutnog područja u bilo koje tro- 
kutno područje, prelazi preko lihog broja stranica, dok svaki 
put, koji vodi iz bilo kojeg četverokutnog područja u bilo koje 
četverokutno ili iz bilo kojeg trokutnog područja u trokutno, 
prelazi preko takog broja stranica. 
Iz relacije (1) slijedi da je 
Pia Ps, = Pig Pas rm Pye" Pos. (9) 


Nalazi li se T, u području 14254, onda su uvijek, kako iz 
slike razabiremo, brojevi P,, i P,, istog predznaka, jer su tro- 
kuti AT,T,T, i AT, Te T, isto orijentirani, dok su brojevi 
Pu iP. različitog predznaka, 

Sada oba produkta 

Pi2'P34 i Pu'P23 (10) 


imaju protivni predznak, pa je prema (9) 


|Pi3|*|Pos| = || Piel «| Pos 


— Pia} =P os |)" (11) 


Dakle je u tom slučaju produkt površina (u elementarnom 
smislu) onih trokuta, kojima su osnovice dijagonale četverokuta,. 
a vrh u točki T,, jednak razlici produkata površina onih dvaju 
parova trokuta, kojima su osnovice parovi suprotnih stranica 
četverokuta, a vrh u točki Ty, Sto je u skladu s teoremom (A). 

Kod prijelaza točke T, iz I',.,, u bilo koje trokutno po- 
dručje među predznacima brojeva (8) nastaje lihi broj pro- 
mjena, pa će oba produkta (10) imati isti predznak, a onda je 
prema (9) 


|Pi3|-|Pes| = |Pi2|:|Paa] +| Pais] -|Pos|- (12) 
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U ovom je slučaju dakle produkt površina (u elementar- 
nom smislu) onih trokuta, kojima su osnovice dijagonale, jednak 
zbroju produkata površina parova onih trokuta, kojima su 
osnovice parovi suprotnih stranica, što je i opet u skladu s 
teoremom (A). 

Prijeđe li točka T, iz područja T',,;, u bilo koje drugo 
četverokutno područje, nastaje među predznacima brojeva (8) 
taki broj promjena, pa će u tom slučaju mijenjati predznak 
ili oba produkta (10) ili ni jedan od njih. Zato će vrijediti rela- 
cija (11) uvijek, kad god se točka T, nalazi u bilo kojem od tri 
četverokutna područja, a ne samo onda kad se ona nalazi u 
području T'is3,, a to nije više u skladu s teoremom (A). 


Uzmimo sada pretpostavku da je zadani četverokut kon- 
kavan, pa neka je to na pr. četverokut T, T; T, T; (vidi sliku). 
Sada su T, i T, dijagonalne točke. Razdioba ravnine na po- 
dručja ostaje ista kao i u prvom slučaju, i za ta područja vrijedi 
sve ono, što je gore rečeno. No u tom slučaju od sedam po- 
dručja sadržava zadani elementarni četverokut tri područja, i 
to Pyo24, Aigo i A145, Pa sada ni prvi dio teorema (A) nije više 
ispravan. 
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BEMERKUNGEN ZU EINEM SATZE VON G. MONGE 
Von Dr. Stanko Bilinski 


Zusammenfassung 


Es sei T, To Tag T, irgendein Viereck in der Ebene und Ty 
irgendein Punkt dieser Ebene. Fiir die Flicheninhalte P, der 
orientierten Dreiecke Ty T, T, (195 2=1,2,3, 4. "VEE SE emis 
Punkte T, ihre Spitze haben und die Seiten bzw. die Diago- 
nalen T,T, des Vierecks als Grundseiten besitzen, gilt dann 
die Beziehung (1). 

Fur diesen Satz geben wir zwei Beweise, 

Erster Beweis: Falls sich die Ecken des Vierecks in den 
Punkten T, (x,, y,) (i= 1, 2, 3,4) befinden, gelten wegen (2) die 
Gleichungen (3), und addiert man diese Gieichungen, so folgt 
die Beziehung (1). 

Zweiter Beweis: Wenn in die algebraische Identitat (4) die ' 
Werte (5) eingesetzt werden, kann man diese Gleichung in der 
Form (6) schreiben. Dann gilt aber wegen (7) wiederum die 
Beziehung (1). 

Ein ahnlicher Satz wurde schon von G. Monge gefunden, 
und (A) ist die von Chasles herrtihrende Formulierung dieses 
Satzes*). Wir werden aber zeigen, dass in dieser Form der Satz 
nicht richtig ist. 

Nehmen wir zuerst an, das Viereck T, T, T, T, sei konvex. 
Wenn sich der Punkt T, in der Ebene des Vierecks bewegt, 
andert sich die Orientierung des Dreiecks Ty T, T, nur dann, 
wenn der Punkt T, die Gerade T, T, dabei iiberschreitet. Fassen 
wir die Ebene projektiv auf, so wird sie durch die Geraden 
TT. T,T;, Ts Ts, Ty Ti in sieben Bereiche geteilt, und zwar 
in die drei Vierecke Fyo34, Ti526; T25a6 und die vier Dreiecke 
Ay45) More: Aso5) Ase: 

Andert der Punkt T, seine Lage nur innerhalb eines dieser 
Bereiche (und tiberschreitet er dabei nicht die unendlich ferne 


*) Weder der Artikel von Monge noch das Buch von Chasles, wel- 
che diesen Satz enthalten, sind mir zugdnglich. Die Literaturangaben 
in der Fussnote 1) sowie auch der Text des Satzes (A) sind dem »Archiv 
der Mathematik und Physik« entnommen. (Siehe die Fussnote 1), 
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Gerade), so behalt jede der Zahlen (8) stets das gleiche Vor- 
zeichen. Geht aber der Punkt T, tiber irgendwelche Seite in 
das Nachbargebiet uber, so 4ndert immer eine von diesen vier 
Zahlen ihr Vorzeichen. 

Es lasst sich einsehen, dass jeder Weg, welcher zwei vier- 
eckige oder zwei dreieckige Bereiche verbindet, eine gerade 
Anzahl der Seiten iberschreitet, wahrend jeder Weg, welcher 
einen viereckigen und einen dreieckigen Bereich verbindet, 
eine ungerade Anzahl der Seiten iiberschreitet. 


Aus (1) folgt nun (9). Befindet sich der Punkt T, im Be- 
reiche I',,34, SO haben die Zahlen P,, und P,, gieiches Vor- 
zeichen, wahrend die Zahlen P,, und P,, verschiedenes Vor- 
zeichen haben. Die beiden Produkte (10) haben darum entge- 
gengesetzte Vorzeichen, und wegen (9) gilt nun (11), was im 
Einklang mit (A) ist. 

Geht der Punkt aus I,.,, in ingendwelchen dreieckigen 
Bereich tiber, so erleiden die Zahlen (8) eine ungerade Anzahl 
von Vorzeichenwechsel, Daher werden beide Produkte (10) das 
gveiche Vorzeichen haben. Hiebei gilt aber wegen (9) die Glei- 
chung (12), was wiederum im Einklang mit (A) ist. 

Wenn aber der Punkt T, aus [,,,, in irgendeinen anderen 
viereckigen Bereich iibergeht, so erleiden die Zahlen (8) eine 
gerade Anzahl von Vorzeichenwechsel, und deshalb wechseln 
entweder beide oder keines der Produkte (10) ihr Vorzeichen. 
Die Gleichung (11) wird daher immer dann gelten, wenn sich 
-der Punkt T, in irgendwelchem der drei viereckigen “Bereiche 
befindet, also nicht nur dann, wenn er im Bereiche T',,,, liegt, 
“wie es der Satz (A) behauptet. 

Falls das gegebene Viereck konkav ist, (z. B. das Viereck 
T,T4T.,T;), so ist schon der erste Teil von (A) nicht mehr 
giltig, weil in diesem Falle im gegebenen elementaren Vierecke 
verschiedenartige Bereiche enthalten sind, und zwar die Be- 
reiche Py524, Aig. UNA Aj45- 


JEDNOSTAVAN DOKAZ HERONOVE FORMULE 
Dr. Danilo Blanuša, Zagreb 


Uvrste li se u adicioni teorem kotangensa za tri sumanda 


ctg/ ctgu ctgv — ctgé — ctgu — ctgv 
ctgA4 ctgu + ctgu ctgv + ctgv ctg4 — 1 


ctg (1+u+97) = (1) 


polovice kutova a, 6, y nekoga trokuta, lijeva će strana biti 
jednaka nuli, tako da vrijedi 


2 a pra mo 

ctg 9 + ctg 3 + ctg 9 = 65 3 ctg 9 ctg 9 (2) 
AM bees: pss y _s—e 

Zbog ctg 5 = 5 , tgs = ; Nada aa (3) 


gdje je o polumjer upisane kružnice, a s poluzbroj stranica 
(vidi sliku), izlazi 
dot Es s—b i. SVO 3s—(a--b-c) as 
Q o Q Q 
S— Os Osc) 
ian = 
Površina trokuta je P = os, tako da množenjem jednadžbe (4) 
sa so® izlazi Heronova formula 


s? 0? = P? = s (s—a) (s—b) (s—c). (5) 


UNE DEMONSTRATION SIMPLE DE LA FORMULE D'HERON 
Résumé 
En substituant (3) dans Videntité (2), valable pour les angles 
a, B, y d'un triangle quelconque, on obtient (4) et, en multipliant 
par so®, la formule d'Hćron (5) pour l'aire du triangle. 


OBRADA OSNOVNIH PLANIMETRIJSKIH 
KONSTRUKCIJA GEOMETRIJE LOBAČEVSKOG 
SINTETIČNIM SREDSTVIMA 


Lav Rajčić, Zagreb 


Uvod 


U ovom članku dan je kratki prikaz osnovnih planimetrijskih 
konstrukcija geometrije Lobačevskog u projektivnoj ravnini po- 
moću poznatih svojstava polariteta konika. 

Napomenuti ćemo neka poznata svojstva eliptične involucije, 
kao i neka svojstva centralne kolineacije, s kojima ćemo se služiti 
u daljnjem radu. 

1. — Neka su Ai A’ po volji par pridruženih točaka eliptične 
E Fey pi E: il 
involucije x«.x’—-—1 na pravcu p, s apscisama x i Fe eae 
Treba odrediti vrijednost dvoomjera (1,1, AA’), gdje su I, i I, 
dvostruke imaginarne točke te involucije s apscisama ++i i —i. 
Biti će prema tome 


(bb AA) = (+i. Hira, —=) =—1. 


U eliptičnoj involuciji imaginarne dvostruke točke dijele svaki 
par involutorno pridruženih točaka u harmonijskom omjeru. 


2. — Neka je na pravcu p zadana eliptična involucija 
£.X ==—1 i dvije po volji odabrane realne točke M i N s apsci- 


sama m in. Pita se za vrijednost dvoomjera (1,1, MN)? Biti će 
(mn + 1)? — (m — n)? 


Cb NMeN) =i — tm, m) = ay Gi a 
op Care) a) a 
čem (m2—1) (n?—1) Ua 
Kako je 7? + Se 1, možemo pisati da je (I, I, MN) =e' Ot? i 


gdje je a realan broj, po apsolutnoj vrijednosti manji od a, a 
Pea (Up jar 

Imaginarne dvostruke točke I, i I, eliptične involucije invo- 
lutorno pridruženih parova točaka na pravcu p određuju sa bilo 
koje druge dvije realne točke M i N tog pravca dvoomjer 
(I, 1, MN)=r-+ is, gdje realni brojevi r i s zadovoljavaju jed- 
nadžbu 1? + s?—1. 
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3. — Dualno tome možemo reći: 

a) U eliptičnoj involuciji pramena involutorno pridruženih 
parova pravaca određuju dvostruki imaginarni pravci d, i d, te 
involucije sa svakim parom involutorno pridruženih pravaca a i a’ 
dvoomjer (d,d, ad) ==—1. 

b) U eliptičnoj involuciji pramena involutorno pridruženih 
parova pravaca određuju imaginarni dvostruki pravci d, id, s po 
volji dva realna pravca e i f iz tog pramena dvoomjer (d, d, ef) = 
—e '“+E" gdje je a realan broj, |a|<a,a k=0, +1, +2,... 

4. — Parovi okomitih dijametara svake kružnice određuju 
eliptičnu involuciju konjugiranih polara. Zato se parovi eliptične 
involucije konjugiranih polara u središtima svih kružnica u rav- 
nini mogu tako spariti, da budu među sobom paralelni. Iz toga 
slijedi, da sve kružnice određuju na beskonačno-dalekom pravcu 
istu eliptičnu involuciju parova konjugiranih polova. Imaginarne 
dvostruke točke te involucije zajedničke su svima kružnicama u 
ravnini; kroz te točke na beskonačno-dalekom pravcu prolaze sve 
kružnice. Te se točke zovu apsolutne kružne točke. 


Spojnice središta svake kružnice sa apsolutnim kružnim toč- 
kama određuju njene imaginarne tangente u apsolutnim kružnim 
točkama. To su minimalni ili izotropni pravci. 

5. — Centralna kolineacija je potpuno određena, ako su po- 
znati centar P i os kolineacije p, zatim točka A i toj točki pri- 
družena točka .A'. Po volji zadanoj točki X neka je pridružena 
točka X'. Označimo sa R, PA Xp, a sa R, =PX X p, tada je 
(PR,AA)=(PR,X X) =ec, jer su ti dvoomjeri u perspektiv- 
nom položaju prema točki S =XA X p. Budući da je točka X po 
volji odabrana, veličina c je neovisna od položaja točke X, veličina 
c predstavlja dakle konstantu, koja se zove konstanta centralne 
kolineacije. 

Ako jec==—l, t. 1. (PRIX X’) —=——I"tada jeT(PRIX"K) — 
== —l, a to znači: ako je točki X pridružena točka X’, onda je 
točki X' pridružena točka X. U takovoj su centralnoj kolineaciji 
svi parovi točaka involutorno pridruženi, zato se ta centralna 
kolineacija zove centralna involutorna kolineacija. 

6. — Neka je zadana realna konika k, pol P i pripadna polara 
p. Povucimo polom P po volji sekantu s konike k, a sjecišta ozna- 
čimo sa N i N'. Time je u ravnini konike k jednoznačno određena 
involutorna kolineacija sa centrom u točki P, sa polarom p kao 
osi i involutorno pridruženim točkama N i N'. Iz definicije polare 
slijedi, označimo li sa R, == PN X p, da je (PRN NJje=rH, a 
to dokazuje ispravnost gornje tvrdnje. Iz toga dalje slijedi, da tako 
određena centralna involutorna kolineacija ostavlja koniku k kao 
cjelinu na miru, tek zamjenjuje njene točke N i N' na-sekantama,, 
koje prolaze centrom kolineacije. 
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Uvođenje metrike u projektivnu geometriju 
Apsolutni polarni sistem 


7. — Odredimo u projektivnoj ravnini po volji realnu koniku 
k. S obzirom na tu koniku k svakoj točki-polu pridružen je jedno- 
značno pravac-polara i obrnuto, svakom pravcu-polari pridružena 
je jednoznačno točka-pol. Time je u ravnini konike k određena 
korelacija, koja se zove apsolutni polarni sistem. Konika, koja 
definira apsolutni polarni sistem, zove se apsolutna konika ili 
apsoluta. 


Osnovni pomak 


8. — Svaki pol P i pripadna polara p s obzirom na apsolutu k 
možemo shvatiti kao centar i os centralne involutorne kolineacije, 
koja prevodi apsolutu k u sebe; njene točke N i N’, koje leže na 
pravcima kroz centar kolineacije, zamjenjuju svoja mjesta (gledaj 
točku 6.). Pri tome je svejedno da li polara p siječe ili ne siječe 
apsolutu k. Tako određenu centralnu involutornu kolineaciju sa 
polom P i polarom p bilježit ćemo sa (Pp). 

Centralna involutorna kolineacija (Pp) prevodi točke u točke, 
pravce u pravce, geometrijske likove u geometrijske likove, a pri 
tofne dvoomjer četiriju elemenata (točaka ili pravaca) ostavlja inva- 
rijantan. Centralna involutorna kolineacija (Pp) definira dakle u 
projektivnoj ravnini neku promjenu geometrijskih likova, koju 
ćemo promjenu definirati kao osnovni pomak u projektivnoj rav- 
nini. Centralna involutorna kolineacija (Pp), koja je proizvela tu 
promjenu, taj osnovni pomak, zove se osnovni pomak (Pp). Kod 
promatranja tih pomaka uzimamo u obzir samo početni i konačni 
položaj geometrijskog lika. 

Apsolutni polarni sistem određuje u projektivnoj ravnini oc? 
osnovnih pomaka (Pp). 

9. — Radi lakšeg izražavanja, uvodimo slijedeće oznake za 
pravac: Ako pravac a siječe apsolutu u točkama N, i N., pisat 

ćemo a == N,N.. Ako je pravac a orijentiran, tad uzimamo da ori- 


jentirana dužina N,N, određuje orijentaciju pravca a, i pišemo 


—— 
iN No. 
> 


10. — Zadatak. Konstruiraj orijentirani pravac a==N/N, 


koji dobivamo iz orijentiranog pravca a=N,N, uz zadani osnovni 
pomak (Pp). 

Rješenje: Zadana točka P i pripadna polara p određuje 
obzirom na apsolutu k osnovni pomak (Pp). Spojnica PN, siječe 
apsolutu k u točki N,’, a spojnica PN, u točki N,' (sl. 1.), jer 
točke na apsoluti uz (Pp) zamjenjuju mjesta. Spojnica točaka N,’ 


na. 
i N,’ određuje traženi pravac a’ —=N,’N,.. 
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Napomena. Budući da uz (Pp) svaka točka na apsoluti prelazi 
u drugu točku na apsoluti, zaključujemo: Uz osnovni pomak (Pp) 
sekanta apsolute prelazi u sekantu, tangenta apsolute u tangentu; 
pravac koji ne siječe apsolutu prelazi u pravac koji ne siječe 
apsolutu. 

11. — Zadatak. Odredi osnovni pomak (Pp) koji prevodi 
točku Tu točku 1%. 

Rješenje: Označimo spojnicu TT’ sa s=N,N,, a njen pol 
sa S (sl. 2.). Ako tražena polara p siječe spojnicu s u točki R, bit 
će (PRN,N,)=—1, (PRTT)=—1. Iz toga zaključujemo, da 
su točke P i R dvostruke točke hiperbolične involucije, koja je 
određena s dva para involutorno pridruženih točaka N, i N,, te 
T iT’. Točke Pi R možemo odrediti na slijedeći način: Označimo. 


presjecišta spojnice ST sa apsolutom sa A i B, a presjecišta na 
spojnici ST, sa Cae Ds Tada jest ADESSBESEPE AG, esp: 
spojnica je točaka R i S polara p, a spojnica je točaka P i S polara. 
r točke R. Budući da su točke P i R ravnopravne, osnovni pomak 
(Pp) i osnovni pomak (Rr) prevode točku T u točku T’. Ispravnost 
tog postupka slijedi iz poznate konstrukcije polare. 

Napomena. Ako se točke T i T' nalaze na apsoluti, osnovni 
pomak (Pp), koji prevodi T u T’ ne može se jednoznačno odrediti. 
Ima po volji mnogo tih pomaka, koji prevode T u T’; dovoljno je 
da se pol P odabere gdjegod na spojnici TT’. 


12. — Poučak: Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac 
a=N,N, u pravac a’ =N,’N,’, prevodi pol A pravca a u pol A’ 
pravca a'. 

Dokaz: Uz (Pp) tangente n, in, u točkama N, i N, apsolute 
prelaze u tangente n,’ in,’ u točkama N,’ i Ny; zato A==n, Xn, 
prelazi u A'==n toe 

Vrijedi obrat: Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pol A pravca 
a u pol A’ pravca a’, prevodi i pravac a u pravac a’. 
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13. — Zadatak. Odredi osnovni pomak (Pp), koji prevodi 
os —_— —> 
orijentirani pravac a=N,N, u orijentirani pravac a’ —N,’N,’. 

Rješenje: Uz traženi pomak preći će točka N, u točku 
Ny, a točka N, u točku N,’. Zato je pol P=N,N,’ X N,N,’ a 
polara p je spojnica točaka a Xa’ i N,N,’ XN,’ Ny. 

Napomena. Ako zadani pravci 4 i d ne sijeku apsolutu k, 
traženi osnovni pomak je određen polovima A i A’ pravaca aia’, 
a može se odrediti prema točki 11. 

Ako treba tangentu n prevesti u tangentu n' apsolute k, osnov- 
ni pomak (Pp) nije jednoznačno određen. Pol P može biti kojagod 
točka na spojnici dirališta tangenata n i m. 

—> 

14. — Pitanje: Zadan je orijentirani pravac a=M,M, i 
točka T, na njemu, zatim orijentirani pravac b=N,N, i točka T, 
na njemu, ali tako da su točke T, i T, unutar apsolute k. S koliko 
se osnovnih pomaka može prevesti orijentirani pravac a u orijen- 
tirani pravac b, a da pri tome točka T, pređe u točku T,? 

Odgovor: Najprije ćemo odrediti osnovni pomak (P,p,) koji 
prevodi točku T, u točku T, (točka 11.). Taj pomak prevodi pravac 


a==M,M. u pravac a'=M,'M.'. Zatim ćemo odrediti osnovni 

>> ——— 
pomak (P,p.), koji prevodi pravac a’ = M,' M,"u pravac b ==N,N.,. 
Da riješimo postavljenu zadaću, dovoljno je upotrebiti dva osnov- 
na pomaka. 


Grupa općih pomaka 


15. — Pomak u projektivnoj ravnini, koji predstavlja rezultat 
dvaju ili više uzastopce izvršenih osnovnih pomaka, zove se opći 
pomak. 

Ako sa O obilježimo opći pomak, možemo pisati, da je 
O = (P,P) + (P2P2) + (P3P3) +----- + (Pp) il O— 2 (Pp). Bu- 
dući da svaki osnovni pomak (Pp) ostavlja dvoomjer četiriju ele- 
menata invarijantan, to ostavlja i opći pomak O = 2 (Pp) dvoomjer 
četiriju elemenata invarijantan. Zato opći pomak O = * (Pp) pred- 
stavlja neku projektivnu kolineaciju. 

16. — Imamo li dva opća pomaka O, = <4 (P,p,)i0,—=2 lh “De 


onda pomak O,-+ O, he kesa i Se) ete preeMavtia: 


opet opći pomak. Iz toga Sieni da UAE ei O= > (Pp) odre- 
đuju grupu projektivnih pomaka. Pomak O =(Pp) +- (Pp) pred- 
stavlja identitet te grupe. Budući da osnovni pomak (Pp) prevodi 
pravac a u pravac a’, a pripadni pol A u pripadni pol A’, to svoj- 
stvo ima i opći pomak. Zato uz opći pomak O= > (Pp) ostaje 
apsolutni polarni sistem kao cjelina nepromijenjen, tek njegovi 
elementi zamjenjuju mjesta. 
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O sukladnosti geometrijskih likova 


17. — Da bismo u projektivnoj geometriji mogli odrediti mjer- 
ni broj dužine i kuta, moramo najprije odrediti kriterij na temelju 
kojeg ćemo biti u stanju da kažemo, kada su dva istovrsna lika u 
ravnini sukladna ili kongruentna, a kada nisu. 

Sukladnost ili kongruenciju geometrijskih figura u projek- 
tivnoj ravnini definirat ćemo na slijedeći način: 

Ako je geometrijski lik B proizašao iz geometrijskog lika A 
bilo kojim pomakom, koji pripada grupi pomaka O = X (Pp), onda 
je geometrijski lik A sukladan ili kongruentan sa geometrijskim 
likom B i obrnuto. 

18. — Posljedice. — Pomaci O = X (Pp) određuju grupu koja 
posjeduje identitet, a iz toga prema postavljenoj definiciji suklad- 
nosti slijedi: ; 

a) Ako su geometrijske figure A i B sukladne s geometrijskom 
figurom C, onda je geometrijska figura A sukladna s geometrij- 
skom figurom B. 

Iz uvedene definicije sukladnosti slijedi neposredno: 

b) Svaki osnovni pomak (Pp) određuje u projektivnoj ravnini 
centralnu kolineaciju sukladnih likova. 


Dužina i mjerni broj 


19. — Ako po izvjesnom pravilu uvedemo mjerne brojeve 
duljina za dužine u projektivnoj geometriji, uvedeni mjerni bro- 
jevi moraju udovoljiti dva uvjeta: 

a) Ako su dužine AB i CD jednake (mogu se pomakom 
O==A(Pp) prevesti jedna u drugu), mora im pripasti jednak 
mjerni broj. 

b) Ako odaberemo na orijentiranome pravcu p po volji tri 
točke A, B, i C, mjerni brojevi orijentiranih dužina moraju zado- 
voljiti uvjetu AB +- BC = AC (ako se smjer podudara sa smjerom 
nosioca, mjerni broj dužine je pozitivan, u protivnom slučaju ne- 
gativan). 

Napomena. U projektivnoj ravnini točke A i B određuju na 
pravcu p dvije dužine, jer je pravac u projektivnoj ravnini zatvo- 
ren. Ako se točke A i B nalaze u ograđenom dijelu ravnine, onda 
se obično pod dužinom AB razumjeva ona dužina koja se nalazi 
unutar tog ograđenog dijela ravnine. Ako je pravac orijentiran, 


> 
onda točke A i B na njemu određuju dvije dužine, dužinu AB i 


dužinu BA, 
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Uvođenje mjernog broja 


20. — Odredimo dužinu AB na pravcu p==N,N, koja se nalazi 
unutar apsolute k. Uz pomak O = X (Pp) pelta prijeđe pravac 


— — 
p—N,N, u pravac p’=N,’N,’, a dužina AB u dužinu A'B', Pre- 
ma definiciji sukladnosti slijedi, da je AB>A'B', zato mjerni 
brojevi tih dužina moraju biti jednaki. Pomak O == X (Pp) pred- 
stavlja neku projektvnu kolineaciju, ostavlja invarijantan dvoomjer 
četiriju elemenata, iz toga slijedi, da je (N,N,AB) = (N,'N,’A’B’). 

21. — Možemo li dvoomjer (N, N, AB) uzeti za mjerni broj 
dužine AB? Da na to pitanje odgovorimo, uvest ćemo privremeno 


— 


na orijentiranome pravcu p == N,N, projektivni koordinatni sustav 
sa ishodištem u točki N, sa apscisom 0, sa jediničnom točkom u 
točki A sa apscisom 1 i s beskonačnom točkom u točki N, sa apsci- 
som oo (slika 3). Svakoj točki X na pravcu p s obzirom na uvedeni 


nie 


projektivni sustav pripada jednoznačno jedan realan broj, apscisa 
x i obrnuto. (Apscisa 2 može se direktno odrediti metodom bipar- 
ticije na projektivan način pomoću Moebiusove konstrukcije*. 
Točki B neka pripadne apscisa b, a po volji odabranoj točki 
C neka pripadne s obzirom na uvedeni projektivni koordinatni 
sustav apscisa c. Prema definiciji dvoomjera slijedi, da je 
(NV, N, A B)=(co01b)==b, a (N,N, AC) =(0001c) =c. Ako se 
točka B nalazi na dužini AC, onda je b<c. U tome je slu- 
čaju isto tako (N,N, AB) <(N.N, AC). Jer je (N,N, AB) =, 
(NN ALC) == 6) (Ng NBC) == a (N,N, A A) ==1, vidimo, da ne 
možemo uzeti dvoomjer (N,N, AB) za mjerni pa dužine AB. 


—_.> 


Tako određeni mjerni brojevi ne bi zadovoljili uvjet AB4+BC = = AG 
eed točku 19.), 


22. — Ako za mjerni broj dužine AB na pravcu p == N, N, 
uzmemo broj AB=* In(N, N, AB), možemo se lako uvjeriti, da 
tako uvedeni mjerni broj zadovoljava svima postavljenim uvjetima. 


* Isporedi F, Klein: Nichteuklidische Geometrie, izdano 1928. g. 
str. 161. 
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23. — Sa neodređenim parametrom u disponiramo u tome 
smislu, da možemo svaku dužinu odabrati za jedinicu mjere. Ako 
želimo, da po volji odabrana dužina MN predstavlja jedinicu mjere, 
mora joj pripasti mjerni broj 1, bit će prema tome MN =1 = 
= In(N,N, MN), a iz te jednadžbe možemo odrediti neodređeni 
parametar u. 

Ako tražimo dužinu RS, koja će nam uz u=1 predstavljati 
jediničnu dužinu mjere, ta je dužina RS jednoznačno određena 
uvedenom metrikom, jer mora biti RS =1 — + In (N, N, RS). Otu- 
da slijedi, da je (N, N, RS) = e. Ako je točka R po volji odabrana 
na pravcu p=N,N,, točka je S uz (N,N, RS)=e? jednoznačno 
odredena, dakle i duzina RS. Tako se odredena duzina RS zove 
apsolutna jedinica mjere. 


U našim ćemo se razmatranjima služiti samo apsolutnom jedi- 
nicom mjere (u ==1). 


24. — Do sada smo promatrali dužine unutar apsolute k, a 
period 2zi prirodnog logaritma nismo uopće uzeli u obzir. Zato 
moramo ispitati detaljnije svojstva uvedenih mjernih brojeva*). 

Promatrati ćemo najprije slučaj kad orijentirani pravac 

— > 
p—N,N, siječe apsolutu k. 

a 

a) Dužina AA predstavlja ili točku A ili dužinu cijelog pravca 

p (isporedi točku 19., napomenu). Budući da je (N,N, AA) =1 = 


— => 


=e""" to je AA= ln eno mat, (ma Riad. .)- 


Iz toga zaključujemo: Mjerni broj duljine cijelog pravca p (koji 
projektivno shvaćen predstavlja zatvorenu liniju), određen je uz 
uvedenu metriku sa ai. Zato će mjerni broj svake dužine biti jed- 
noznačno određen do multipla periode mai. Kod računanja s mjer- 
nim brojevima mnogokratnik periode mai ne ćemo uzimati u obzir 
(kao što ne uzimamo u obzir u euklidovoj metrici mnogokratnik 
periode 2nz kod mjernog broja zadanog kuta), nego ćemo se služiti 
samo s glavnom vrijednosti. 
b) Ako su A i B dvije točke unutar apsolute k na pravcu 
———> 
p—N,N,, onda je (N,N, AB) =a poz. realan broj, dakle je 


at2Qmai 3 DI a8 a omnia o 
== (2 (a realan broj). Zato je AB=- Ine A ili AB = 


*) Isporedi: Schilling: Projektive und Nichteuklidische Geometrie 
II., 1931. £., strana 98. 821. 
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> 
Mjerni broj dužine AB sastoji se od glavne vrijednosti + (re- 


alan broj) i mnogokratnika periode mai. 


€) Ako su točke A i B izvan apsolute na pravcu p—N,N, 
opet je (N,N, AB)=b pozitivan realan broj, dakle b= ef tm 


—-> —> 
(6 realan broj). Zato mjerni broj dužine AB glasi AB == —- mai. 
d) Odaberimo na pravcu p==N,N, točku A unutar apsolute, 
a točku B izvan. Tada je (N,N, AB) =c negativan realan broj, 
dakle ce???" (y realan broj). Zato je 


o aj ater aj 
ae (V+mi)t2mni _ [1 JE đ 
AB = Ty Ine = (+ + a i) + mai. 


—— 
Glavna vrijednost dužine AB u tome je slučaju kompleksan broj 

M . TE 

PORE LI 
25. — Promatrat ćemo sada slučaj kada orijentirani pravac p 

ne siječe apsolutu k. 

a) Neka su A i B po volji dvije točke na pravcu p. Točke 
N, i N, određene su kao imaginarne dvostruke točke eliptične 
involucije parova konjugiranih polova na pravcu p, zato je prema 
točki 2. (N,N, AB)>e'“"""", g realan broj. Mjerni broj dužine 


AB prema tome glasi 


Za kf : s 2 i 
AB = = Ine? +?" = = Sara 


glavna vrijednost tog mjernog broja je imaginaran broj. 


b) Neka su A i A konjugirani polovi apsolute k, tada je bez 


obzira da li pravac p siječe ili ne siječe apsolutu (N, N, A A') =—1. 
Zato je 

ee m ge Se a KLI gi+2nai _ mi : 

AA’ = = In( 1) = he = 2 + nm. 


Udaljenost para konjugiranih polova apsolute je uvijek jed- 
naka, određena mjernim brojem =. dakle je jednaka polovici du- 
ljine cijeloga pravca. 

26. — Sad ćemo promatrati slučaj kad je pravac p tangenta 
apsolute. U tome slučaju točke N, i N, padaju u diralište N pravca 
p s apsolutom k. 


5 Glasnik 
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a) Ako su A i B po volji dvije točke na tangenti p, 
Ny SM 
(4 (1 2+ Ud) 


-—> 
onda je (N, N, AB)==(NN AB) =1, otuda AB =0-- nai. 
—> 
Svakoj dužini AB na tangenti apsolute pripada mjerni broj 
0, ako je AN, B-FN. 
b) Ako je A+N, B—N, onda je dvoomjer (N,N, AB) = 
-_> 
= (NN AN) neodređen. Zato dužina AB ima neodređen mjer- 
ni broj. 
Iz toga vidimo, da se tangente apsolute ponašaju prema uve- 
denoj metrici kao minimalni pravci prema euklidovoj metrici. 


27. — Ako su A i B dvije točke na orijentiranome pravcu p, 
_—> -—> 
onda zbroj dužina AB + BA obuhvaća cijeli pravac. Duljina cijelog 
> ——> —> 
pravca je zi, dakle je AB-+ BA—ai. Ako je AB=m, onda je 


> 
BA == zi—m. 
—— 


28. — Dzinimo orijentirani pravac p=N,N, i po volji točku 
— > 


A na njemu. Odaberimo zatim po volji točku B na dužini AN, 
(sl. 3.). Za lim B+N,, Slijedi lim (N,N, AB) —> oo, a to znači: 


Mjerni broj udaljenosti svake točke A od bilo koje točke na 
apsoluti veći je od svakog konačnog broja. Zato točke apsolute uz 
uvedenu metriku predstavljaju beskonačno daleke točke u pro- 
jektivnoj ravnini. 


29. — Na temelju uvedene metrike dijelimo točke projektivne- 
ravnine u tri skupine: 

a) Sve točke unutar apsolute zovu se prave točke. Dužine, 
koje su određene pravim točkama, imaju realan mjerni broj. 

b) Sve točke izvan apsolute zovu se neprave točke. Među 
njima ima parova točaka, koje određuju dužine sa kompleksnim 
mjernim brojem. 

c) Točke apsolute zovu se beskonačne točke, jer one pred- 
stavljaju na temelju uvedene metrike beskonačno daleke točke 
projektivne ravnine. 

S istih razloga razlikujemo dvije skupine pravaca: 

d) Svi pravci na kojima leže dvije beskonačne točke zovu se: 
pravi pravci. 

e) Svi pravci na kojima se nalazi samo jedna ili nijedna besko-- 
načna točka zovu se nepravi pravci. 
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O kutu 


30. — Dužina AB je određena sa dvije točke A i B koje leže 
na pravcu p. Dualno tome možemo kazati: kut (ab) određen je sa 
dva pravca a i b, koji se sijeku u točki P. Zato ćemo mjerni broj 
kuta uvesti dualnim postupkom prema onome, kojim smo uveli 
mjerni broj dužine. Kod toga zahtijevamo: 

a) da kut s vrhom u pravoj točki ima realan mjerni broj, 

b) da punome kutu pripadne mjerni broj 2z, 

c) da budu svi pravi kutovi jednaki i određeni mjernim 
brojem 5. Nadalje uvedeni mjerni brojevi treba da zadovolje još 
slijedeće uvjete: 

d) ako je <(a’b’) nastao iz kuta < (ab) pomakom O = X (Pp), 
njihovi mjerni brojevi moraju biti jednaki, 

e) ako pravci a, b i c prolaze točkom C, onda uz odabranu 
orijentaciju rotacije oko točke C, dobivamo tri orijentirana kuta 
koji određuju relaciju < (ab) + < (bc) = < (ac). Tu relaciju moraju 
zadovoljiti i njihovi mjerni brojevi. 


Uvođenje mjernog broja 


31. — Uzmimo dva pravca a==M,M, i b==N,N,, koji se 
sijeku u pravoj točki P==aXb; oni određuju kut (ab). Ako uz 
pomak O = * (Pp) prijeđe pravac a u pravac a’, pravac b u pravac 
b', onda je kut (ab) prešao u kut (a'b'), koji su među sobom jednaki, 
t. i. Z(ab) = < (a’b’). 

. Ako iz njihovih vrhova P i P’ spustimo tangente na apsolutu 

k, one su određene kao dvostruke imaginarne zrake eliptičnih 
involucija parova konjugiranih polara u točkama P i P'. Zato je 
(n, n, ab) =(n,’n,’ a’ b’)==e ““*"" (isporedi točku 3. b). 


32. — Pokazat ćemo da broj Im (n,n, ab) zadovoljava svima 
12 21 


postavljenim uvjetima za mjerne brojeve kutova. 


—i (a+2nz) 


a) Budući da je (n,n, ab)—e , gdje je a realan broj, 


ja| <a, slijedi < (ab) =~ In (n,n,ab) = fln e etiam St ng. 
Kut između dva pravca a i b određen je mjernim brojem, koji 
je realan i manji od a, a ima period a. 
b) Ako je a==b, tada je (n,n, ab)=(n, n, aa) =e 
otuda < (aa) —=0 -++ na. 


Pravci, koji padaju zajedno određuju kut 0 ili kut a. Iz toga 
slijedi, da je puni kut određen mjernim brojem 227. 


0+2nzi 
n . a 


c) Neka su a, bic tri pravca koji prolaze točkom P, oko koje 
je zadana orijentacija rotacije. Pokazat ćemo da uvedeni mjerni 
brojevi zadovoljavaju relaciju < (ab) + < (be) = < (ac).. 
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Iz (non Cte) =i (ey ee 1), s, (n5 n,y ac) =s slijedi, da je 
< (ab) + < (be) =; In (n,n,ab) +- E In (n,n,be) = BH In (n.1., de) = 
< (ac). 

d) Iz (nyn,ab)—r i (n,n, ba) == slijedi, da je <(ba)— 
=; In (n, n, b a) = — + In (n,n, a b) = — < (ab). 

e) Ako pravci p i q zatvaraju pravi kut, biti će prema postav- 
ljenom zahtjevu < (pq) = (n,n, P NEE Iz te jednadžbe do- 
bivamo (n,n, pa) = e"=—=—1, a to nam kazuje: 

Svaki par konjugiranih polara apsolute bez obzira sijeku li se 
u pravoj ili nepravoj točki, zatvaraju pravi kut, koji je određen 


mjernim brojem aa Svi su pravi kutovi jednaki. 
33. — Dosada smo promatrali samo kutove s vrhom u pravoj 


točki. Sada ćemo još istražiti svojstva uvedenih mjernih brojeva 
za kutove, koji imaju svoj vrh u nepravoj ili beskonačnoj točki. 

a) Uzmimo da se vrh P zadanog kuta nalazi u nepravoj točki, 
a neka su pravci a i b pravi pravci. Tangente n, i n, su realne, 
a vrijednost je dvoomjera (n,n,ab)==r pozitivan realan broj, 


a+2nmi š 
r=e“'"", Zato je 


X (ab) = = In et 200; i See 


Kut pravih pravaca s vrhom u nepravoj točki određen je ima- 
ginarnim mjernim brojem. i 

b) Neka su a i b nepravi pravci, koji se sijeku u nepravoj 
točki P. I u tome je slučaju dvoomjer (n,n, ab) =r' pozitivan 
realan broj, dakle 


Pied ie eat aap) 2 a + ma. 


Kut nepravih pravaca s vrhom u nepravoj točki određen je 
imaginarnim mjernim brojem. 

€) Neka je a pravi pravac, b nepravi pravac. U tome je slučaju 
(n,n, ab) =s negativan realan broj, dakle 


s = eBra)tonni al K (ab) (i$ +2) s gibt 


Pravi i nepravi pravac zatvaraju kut, kome pripada kom- 
pleksan mjerni broj. 

d) Ako se vrh P nalazi na apsoluti, onda tangente n, i n, 
padaju zajedno u tangentu n, koja dira apsolutu u točki P. Zato je 
(nonjab)=(nnab)=1, a iz toga slijedi < (ab) ==0 -+- nz. 
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Kutu dvaju pravaca, koji se sijeku na apsoluti, pripada mjer- 
ni broj 0. 

e) Neka je a po volji pravac projektivne ravnine, a b tangenta 
apsolute. Onda iz točke P—aXb polaze dvije tangente na apsolutu, 
tangenta n, Fa i tangenta n, =b. U tome je slučaju (n, n, ab) = 
=(n,n,an,)==0, a iz toga slijedi, da je + (ab) = Z(an) ne- 
određen. 

Svaki pravac s tangentom apsolute zatvara kut, kome je mjer- 
ni broj veći od svakog konačnog broja, dakle neodređen. 

34. — S obzirom na uvedenu metriku dobili smo ove činjenice: 

a) Pravci, koji se sijeku u pravim točkama, zatvaraju kut s 
realnim mjernim brojem. 

b) Pravci, koji se sijeku u točkama apsolute, zatvaraju kut s 
mjernim brojem 0, a to znači da se u toj metrici ti pravci moraju 
smatrati za paralelne pravce. 

€) Pravi i nepravi pravac, kao i dva neprava pravca određuju 
kut s kompleksnim mjernim brojem. 

d) Okomiti pravci određeni su parom konjugiranih polara 
apsolute, oni zatvaraju četiri jednaka prava kuta, kojima pripada 
mjerni broj m 

Zaključak 


35. — Iz svega što smo do sada upoznali, vidimo, da uvedena 
metrika definira u projektivnoj ravnini metričku geometriju, koja 
se bitno razlikuje od euklidske, a zove se hiperbolična geometrija. 
Zato se uvedena metrika zove hiperbolična metrika projektivne 
ravnine. Točke, pravci i likovi u toj geometriji zovu se hiperbo- 
lične točke, hiperbolični pravci i hiperbolični likovi projektivne 
ravnine. 

Mi ćemo se ograničiti samo na istraživanje svojstava hiper- 
boličnih likova, kojima su stranice i kutovi određeni realnim mjer- 
nim brojem, a to znači, da se moramo ograničiti na istraživanje 
biperbolične geometrije na dio projektivne ravnine unutar apso- 
lute. Zato nam taj dio projektivne ravnine unutar apsolute pred- 
stavlja ravninu geometrije, koju želimo upoznati. 

Ako ispitamo, uvjerit ćemo se, da odnosi između hiperboličnih : 
točaka, hiperboličnih pravaca i hiperboličnih likova unutar apso- 
lute zadovoljavaju sve grupe Hilbertovih aksioma, osim Euklidov 
aksiom paralela, a na mjesto njega zadovoljavaju aksiom paralela 
Lobačevskog, o kojem će biti govora u točki 49. Iz toga slijedi, da 
hiperbolična geometrija unutar apsolute definira projektivnu inter- 
pretaciju geometrije Lobačevskog*). 


*) Isporedi Jefimov: Viša geometrija, glava IL, § 25.—27. i glava 
VI., § 203., prevod, Beograd 1949. 
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Naše izlaganje nema aksiomatski karakter. Mi želimo na 
temelju poznatih svojstava polariteta konika upoznati pomoću pro- 
jektivne interpretacije elementarnu geometriju Lobačevskog, a pri 
tome dobivamo punu mogućnost detaljnog izvođenja neeuklidskih 
hiperboličnih konstrukcija. 

Napomena. — U točki 84. pokazat ćemo, da se isto tako može 
projektivno interpretirati i metrika euklidske geometrije, ali u 
tome slučaju apsoluta degenerira u dvostruko uzet beskonačno 
daleki pravac sa apsolutnim kružnim točkama na njemu. 


Ako je apsoluta definirana imaginarnom konikom sa realnim 
središtem, može se pomoću nje, postupajući na analogan način, 
uvesti u projektivnu ravninu eliptična metrika i tako u projektiv- . 
noj ravnini odrediti drugu metričku geometriju, eliptičnu geo- 
metriju*). 


Projektivna interpretacija 
elementarne geometrije Lobačevskog 
Objašnjenje 

36. — Dio projektivne ravnine unutar apsolute k predstavlja 
nam ravninu geometrije Lobačevskog, a hiperbolična geometrija 
na tom dijelu projektivne ravnine predstavlja projektivnu inter- 
pretaciju geometrije Lobačevskog. 

. Pravi pravac p svojim segmentom unutar apsolute k određuje 
projektivnu sliku pravca geometrije Lobačevskog. Taj segment je 
otvoren, ograđen hiperboličnim beskonačnim točkama N, i N,, zato 
ćemo i nadalje neorijentiran pravac p obilježavati sa p=N,N., 

— > 
a orijentiran pravac sa p=N,N.. 

Kod dokazivanja poučaka i rješavanja zadataka postupat ćemo 
ovako: Najprije ćemo taj poučak ili zadatak dokazati odnosno rije- 
šiti uz pomoć hiperbolične metrike, koja se odnosi na cijelu pro- 
jektivnu ravninu, i izvesti potrebnu konstrukciju. Zatim ćemo iz 
tog dokaza ili rješenja izdvojiti one momente, koji se odnose na 
geometriju Lobačevskog, t. j. na dio hiperbolične geometrije unutar 
apsolute k. 

Radi lakšeg izražavanja dio projektivne ravnine unutar apso- 
lute, koji predstavlja u projektivnoj interpretaciji ravninu geome- , 
trije Lobačevskog, zvati ćemo u daljnjem razmatranju hiperbolič- 
nom ravninom. 


O pravcu, zraci i dužini 


37. — Ako imadu pravci a i b u hiperboličnoj ravnini dvije 
točke zajedničke, oni predstavljaju isti pravac, kaže se da padaju 
zajedno, piše se a = b. 


*) Isporedi Schilling: Projektive Geometrie II., Berlin 1931.. 
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Ako dva pravca a i b u hiperboličnoj ravnini imaju samo 
jednu točku zajedničku, oni se sijeku. 

Svi pravci u hiperboličnoj ravnini, koji prolaze kroz jednu 
točku određuju pramen pravaca, koji se zove pramen 1. vrste. 

Pravac a u hiperboličnoj ravnini određuje dvije beskonačne 
točke N, i N,. Svaka točka A na pravcu a =N,N, u hiperboličnoj 
ravnini dijeli taj pravac na dvije zrake, na zraku AN, odnosno 
na zraku AN,, koje određuju beskonačne točke N, i N, (ali te 
točke ne pripadaju tim zrakama). 

Dio pravca u hiperboličnoj ravnini, koji je omeđen točkama 
A i B, određuje jednoznačno dužinu AB. 

Tri točke A, B i C u hiperboličnoj ravnini, koje ne leže na 
jednom pravcu, određuju trokut ABC, sa tri stranice a, b i c, te 
tri kuta a, Biy. 


Okomiti pravci 
38. — Budući da unutar apsolute ima tetiva koje se ne sijeku 
niti imaju zajedničkih točaka, slijedi: U hiperboličnoj ravnini ima 
pravaca, koji se ne sijeku, niti imaju zajedničkih beskonačnih 
točaka. Ti se pravci zovu mimosmjerni (ili poluparalelni). 


39. — Zadatak. Konstruiraj sve pravce u hiperboličnoj 
ravnini, koji su okomiti na zadani pravac p. 

Rješenje: Okomiti pravci određeni su parom konjugiranih 
polara apsolute. Zato sve hiperbolične okomice pravca p proiaze 
njegovim polom P. Pravi pravci iz tog pramena određuju u hiper- 
boličnoj ravnini tražene okomice. Iz toga slijedi: 

Svi pravci u hiperboličnoj ravnini, koji su okomiti na zadani 
pravac p, ne sijeku se, nego su mimosmjerni. Kaže se, da oni 
određuju pramen pravaca 2. vrste. Pravac p, njihova zajednička 
okomica, određuje taj pramen jednoznačno. 

40. — Zadatak: Konstruiraj u hiperboličnoj ravnini zajed- 
ničku okomicu o dvaju mimosmjernih pravaca p i q (sl. 4). 
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RJ ešenje: Spojnica polova P i Q pravaca p i q određuje 
traženu zajedničku okomicu pravaca p i q. Slijedi: 

U hiperboličnoj ravnini dva mimosmjerna pravca imaju samo 
jednu zajedničku okomicu. 


41. — Zadatak: Konstruiraj u hiperboličnoj ravnini oko- 
micu iz točke A na pravac p. 

Rješenje: Prema točki 40. traženu okomicu određuje spoj- 
nica točke A i pola P pravca p. 

U hiperboličnoj ravnini može se iz jedne točke spustit na 
pravac samo jedna okomica. 


42. — Zadatak. Konstruiraj u hiperboličnoj ravnini sime- 
tralu dužine AB (sl. 5.). 


Rješenje: Neka dužina AB leži na orijentiranome pravcu 
ao 
p=L,L,, pol tog pravca označimo sa P. Prema točki 11. znademo 
odrediti osnovni pomak (Ss), koji prevodi točku A u točku B. Prema 
—> 
točki 18., b) slijedi, da je pravac s simetrala dužine AB. Osnovni 
pomak (Rr) prevodi isto tako točku A u točku B, samo je u ovome 
— > 
slučaju pravac r simetrala dužine BA. Pravci r i s prolaze kroz 
pol P, dakle su okomiti na pravac p. Točke Ri S su par konju- 
giranih polova na pravcu p s obzirom na apsolutu, zato su pravci 
ris njene konjugirane polare, dakle je r_L s. Točke na pravcu s 
su sve jednako udaljene od vrhova dužine AB. Prave točke tog 
pravca određuju sa točkama A i B dužine s realnim mjernim bro- 
jem, dok ostale neprave točke tog pravca određuju dužine sa 
kompleksnim mjernim brojem. Točke pravca r su isto tako jednako 
udaljene od točaka A i B, ali su te udaljenosti određene kom- 


—> 
pleksnim mjernim brojem. Simetrala s dužine AB određuje sime- 
tralu dužine AB u hiperboličnoj ravnini. Iz toga slijedi: 

Simetrala dužine AB u hiperboličnoj ravnini je pravac, koji 
polovi dužinu AB i zatvara s njom pravi kut. ' 

Simetrala dužine AB u hiperboličnoj ravnini je geometrijsko 
mjesto točaka u ravnini, koje su jednako udaljene od vrhova du- 
žine AB. 

O kutu 


Obilježavanje i podjela kutova jednaka je onoj u euklidskoj 
geometriji. 

43. — Zadatak. Neka se zadani pravcia=M,M, ib ==N,N, 
Sijeku u pravoj točki R. Konstruiraj simetrale vršnih kutova pra- 
vaca a i b (sl. 6). 
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Rješenje: Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac 

—> — > 
a==M,M, u pravac b=N,N,, određuje u projektivnoj ravnini 
simetriju s obzirom na pravac p. Osnovni pomak (Qq), koji prevodi 
pravac a==M,M, u pravac b=-N,N,, određuje u projektivnoj 
. ravnini simetriju s obzirom na pravac q. Iz toga slijedi, da su po 
dva vršna kuta, što ih određuju pravci a i b, međusobno jednaki, 
a da su pravci p i q njihove raspolovnice ili simetrale. Budući da 
su pravci p i q konjugirane polare apsolute k;-slijedi p | q. Zato 
možemo reći: ' 

Dva pravca u hiperboličnoj ravnini određuju dva para jedna- 
kih vršnih kutova, a simetrale tih kutova su među sobom okomite. 

Simetrala kuta u hiperboličnoj ravnini je geometrijsko mjesto 
točaka u ravnini, koje su jednako udaljene od krakova zadanog kuta. 


44. — Zadatak. Konstruiraj u hiperboličnoj ravnini sime- 
tralu zadanog kuta M, RN, =a. 

Rješenje: Ako u slici 6. povučemo u točkama M, i N, 
tangente na apsolutu, one se sijeku u točki T na simetrali kuta 
M,RN,, jer spojnica M,N, prolazi polom P simetrale p. Prema 
tome konstruirati simetralu zadanog kuta M, RN, znači, odrediti 
spojnicu vrha R tog kuta sa polom T pravca M,N,. Iz toga dalje 
Slijedi, da je simetrala kuta M, RN, okomita na pravac M,N,. 


Paralelni pravci 


45. — Pravci pramena s vrhom na apsoluti određuju među 
sobom nulte kutove (isporedi točku 34., b). Pravi pravci iz tog 
pramena određuju u hiperboličnoj ravnini pramen pravaca, koji 
među sobom određuju nulte kutove. Ti se pravci zovu paralele, a 
kažemo, da te paralele određuju pramen 3. vrste. 

Svakome pravcu u hiperboličnoj ravnini pridruženi su dva 
pramena paralelnih pravaca. Tu se ne može govoriti općeno o para- 
lelnim pravcima, nego tek o paralelnim pravcima prema istoj 
strani ili prema istoj beskonačnoj točki. Pravac i njegove paralele 
ne sijeku se. Slijedi: 
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Svakom točkom T izvan pravca p prolaze u hiperboličnoj 
ravnini dvije paralele s tim pravcem. 

46. — Neka se točka T nalazi izvan pravca p==N,N, u hiper- 
boličnoj ravnini (sl. 7.). Povucimo točkom T obje paralele p, = TN, 
1 P,=TN, s pravcem p, a zatim spustimo iz točke T okomicu 

— 

o = M,M, na pravac p, a nožište oznatimo sa S. Okomica o prolazi 
kroz pol P pravca p==N,N,, dakle je okomica o simetrala kuta 
N, TN, = 2a, kojega zatvaraju paralele p, i p, (isporedi točku 44.). 
Zato je SN,TS=> SSTN, =a. Kut a zove se kut paralelnosti 
pravca p s obzirom na točku T. 

Ako se točka T kontinuinano pomiče po okomici o prema točki 
M,, udaljenost točke T od pravca p kontinuirano raste, a pripadni 
kut paralelnosti se kontinuirano smanjuje. Za limT—> M,, slijedi 
lim a —> 0. Za lim T > S, slijedi lim a +=. Udaljenost a == TS točke 
T od pravca p u funkcionalnoj je vezi sa kutom paralelnosti a. 

47. — Ako su točke T i T’ s iste strane pravca p i jednako 


udaljene od njega, onda točki T pripada jednak kut paralelnosti a 
kao i točki T' (sl. 8.). 


Sl. 8 


Da to dokažemo, odredit ćemo osnovni pomak (Rr) koji prevodi 
pravac TS u T’S’. Budući da (Rr) određuje simetriju s obzirom 
na pravac r, slijedi, da točki T' pripada jednak kut paralelnosti 
kao i točki T. 

Točkama, koje imaju jednaku udaljenost a od pravca p, pri- 
pada u hiperboličnoj ravnini jednak kut paralelnosti. Vrijedi 1 
obrat. : 

48. Veličine a i a određuju kontinuiranu funkciju, koja se 
prema Lobačevskom piše a==11(a) i zove funkcija Lobačevskog. 

Ako je II (a) < II (a), onda je a > d'. 

49. — Neka se u hiperboličnoj ravnini točka T nalazi izvan 
pravaca p. Pramen pravaca s vrhom u točki T dijele paralele », 
ip, u dva razreda, na pravce koji sijeku pravac p i na pravce koji 
ne sijeku pravac p. Paralele p, i p, određene su kao granični 
pravci između ta dva razreda. ? 

Na temelju toga možemo sada izreći aksiom paralela po Loba- 
čevskom (isporedi točku 35.), koji glasi: Točkom T izvan pravca p 
prolaze bar dva pravca, koji ne sijeku pravac p. 
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Grafičko računanje s dužinama i kutovima u hiperboličnoj ravnini 


50. — Zadatak. Prenesi dužinu AB, koja leži na pravcu 
a=M,M, na pravac b—N,N, od točke C dalje, tako da bude 
SID AB) (s1.° 9°). 

Rješenje: Odredimo na spojnici M,N, točku S—=M,N,X 
XM,N,, a onda projicirajmo iz te točke dužinu AB u dužinu A’B’ 
na pravac c= M,N.,. Iz točke S' = A’CX M,N, projicirajmo dužinu 
A'B u dužinu CD na pravac b. Onda je AB=CD, jer je 
(M.M,AB)=(N,M,A'B) =(N.N, CD). 

51. — Zadatak. Konstruiraj polovište R dužine AB (sl. 5.). 

Rješenje: Neka je točka P pol pravaca p= AB. Spojnica 
PA određuje na apsoluti točke M, i M., a spojnica PB točke N, 
i N,. Točka R>M,N.XN,M. određuje polovište dužine AB (ispo- 
redi konstrukciju simetrale dužine u točki 42.). 


SI. 9 


52. — Zadatak. Zadana je dužina AR, konstruiraj dužinu 
AB, tako da bude AB —=2AR. 

Rješenje: Konstrukcija polovišta R dužine AB na slici 5. 
daje traženo rješenje. Treba najprije odrediti pol P pravca p == AR. 
Spojnica PA određuje na apsoluti točke M, i M., spojnica M,R 
određuje na apsoluti točku N,, a spojnica PN, određuje na pravcu 
p traženu točku B, tako da je AB =2AR. 

93. — Zadatak. Zadana je dužina AB, konstruiraj dužinu 
AD = 3AB. ' 

Rješenje: Neka je P pol pravca p== AB. Spojnica PA 
određuje na apsoluti točke M, i M,, a spojnica PB točke N, i N,. 
Spojnica M,B određuje na apsoluti točku R,, a spojnica PR, odre- 
đuje na pravcu p točku C. Spojnica N,C određuje na apsoluti točku 
R.', a spojnica PR,’ određuje na pravcu p traženu točku D, tako 
dakje AB==>BC==CD.ili. AD==3AB, 

Napomena. Produžujući taj postupak možemo na pravcu 
p = AB odrediti po volji mnogo ekvidistantnih točaka. 

54. — Zadatak. Udvostruči zadani kut a==M,V N.. 

Rješenje: Prema napomeni u točki 44. simetrala kuta je 
okomita na spojnicu beskonačnih točaka, koje su određene krako- 


76 Lay Rajčić, Zagreb, 


vima zadanog kuta. Zato će krak VN, biti okomit na spojnicu 
M,N,’ traženog kuta 2a==-M,VN,’. 

Napomena. Nastavljajući taj postupak možemo kut a po volji 
mnogo puta prenositi oko točke V. 


Centralna simetrija u hiperboličnoj ravnini 


59. — Ako je P po volji prava točka, onda osnovni pomak 
(Pp) određuje u hiperboličnoj ravnini centralnu simetriju s obzirom 
na točku P (sl. 10.). Točka P raspolavlja spojnice centralno sime- 
tričnih točaka A i A', a zajednička okomica simetrično pridruženih 
pravaca aia’ prolazi točkom P (jer se pravci a i a’ sijeku na polari 
p točke P). Centralno simetrični su trokuti sukladni s istosmislenim 
smjerom ophodnje periferije; isporedi trokute na sl. 10. 

Centralno simetrični likovi hiperbolične ravnine su direktno 
sukladni. 


Osna simetrija 


56. — Ako je zadan po volji pravac p u hiperboličnoj ravnini, 
onda osnovni pomak (Pp) određuje u hiperboličnoj ravnini sime- 
triju s obzirom na pravac p, (sl. 11.). Iz toga slijedi, da simetrično 
pridružene točke A i A’ leže na okomici pravca p i da je pravac 
p simetrala svih spojnica simetrično pridruženih točaka. Simetrično 


Sl. 10 Si i 


pridruženi pravci a i a’ sijeku se na osi simetrije, s kojom zatva- 
raju jednak kut. Dva trokuta ABC i A'B'C koji su simetrično pri- 
druženi obzirom na pravac p sukladni su, ali nemaju istosmisleni 
smjer ophodnje periferije; takovi se trokuti zove simetrično su- 
kladni. 

57. — Po volji točka C na osi simetrije p i dvije simetrično 
pridružene točke A i A’ određuju općeno istokračan trokut AA'C. 
Iz svojstva osnovnog pomaka (Pp) slijedi ispravnost ovih poučaka 
u hiperboličnoj ravnini: 

a) Kutovi na osnovici istokračnog trokuta su jednaki. 

b) Simetrala osnovice istokračnog trokuta predstavlja ujedno 
visinu koja pripada osnovici i simetralu kuta nasuprot osnovici. 
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c) Dva su pravokutna trokuta sukladna, ako se podudaraju 
u hipotenuzi i jednom kutu uz hipotenuzu. 

d) U istostraničnom trokutu su svi kutovi jednaki. 

98. — Zadatak. Ispitaj sa koliko se osnovnih pomaka (Pp) 
može zadani trokut ABC prevesti: a) u direktno sukladni, b) u 
simetrično sukladni? 

Rješenje: Usmjereni pravac a i po volji točku A na njemu 
možemo prevesti u zadani usmjereni pravac a’ i po volji točku A’ 
na njemu s dva osnovna pomaka (isporedi točku 14.). Iz toga slijedi, 
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da se direktno sukladni trokuti dadu prevesti jedan u drugi s dva 
osnovna pomaka, a simetrično sukladni sa tri. Za simetrično su- 
kladne trokute treba izvršiti još osnovni pomak oko jedne stra- 
nice, da bi trokuti došli do pokrivanja. 


O kutovima u trokutu 


59. — Dokazati ćemo sada, da za trokute hiperbolične ravnine 
vrijedi ovaj poučak: 

U svakom trokutu ABC je zbroj nutarnjih kutova manji od 
Il) 't.1). Msp Bray m 

Dokaz. a) Da bi dokazali gornji Hee dokazat ćemo naj- 
prije taj poučak za pravoruing Pres, 


Neka su on iM, ib = N, dva okomita pravca, koji odre- 
duje pravokutni rata ABC (SL 12.). Označimo sa S polovište 
hipotenuze AB. Spustimo iz točke S okomicu d na katetu b (d je 
spojnica točke S sa polom B’ katete b), označimo nožište sa D. 
Odredimo zatim u točki B okomicu e na katetu a (e je spojnica 
točke B sa polom A’ katete a), označimo dXe = E. Napokon spu- 
stimo iz točke B okomicu f na pravac d == SD (f je spojnica točke 
B sa polom D’ pravca d), oznatimo dXf = F. Točke su Ci A’, zatim 
D i D' dva para konjugiranih polova na pravcu b, oni određuju 
na pravcu b s obzirom na apsolutu hiperboličnu involuciju parova 
konjugiranih polova, zato se parovi točaka C i A’, zatim D i D’ 
među sobom ne rastavljaju. Budući da je točka D unutar dužine 
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= BAE 
CA, zato je točka D’ unutar dužine AA’, a iz toga slijedi, da je 
kut CBF manji od kuta CBE = > Prema točki 57., c), pravokutni 


trokuti ADS i BSF su sukladni, jer se podudaraju u hipotenuzi i 
jednom kutu uz nju (vršni kutovi kod S). Zato je <DAS= 
—<ISBF, a X< SBF + <SBC=< CBF <= ili a+ Ba kako 
smo Zeljeli dokazati. 

b) Ako u po volji zadanome trokutu ABC spustimo okomicu 
na najveću stranicu, dobivamo dva pravokutna trokuta. Promatra- 
njem nutarnjih kutova tih trokuta možemo onda dokazati, da je 
zbroj nutarnjih kutova u trokutu ABC manji od z, čime je dokaz 
potpuno završen. 

Napomena. Izraz 6 —=a—(a-+ 6+) zove se defekt trokuta 
ABC. 

60. — Neka je f, izvanji kut trokuta ABC kod vrha B. Bu- 
dući da je 8=a—(a+B+y»)>0,a B--fB, =a, slijedi, da je 
a-+y< py. 

Poučak: U hiperboličnoj ravnini je izvanji kut u trokutu 
veći od zbroja suprotnih nutarnjih kutova. 


Konkavni mnogokuti 


61. — Konkavni se mnogokut može sa 


z op dijagonale 
povučenih iz bilo kojeg vrha razdijeliti na (n—2) trokuta. Nutarnji 
kutovi tih trokuta određuju nutarnje kutove zadanog mnogokuta. 
Suma defekata tih pojedinih trokuta ne ovisi od izbora vrha iz 
kojeg smo potezali dijagonale. Zato se izraz 8==(n—2)z — Za'> 0 


zove defekt mnogokuta sa n stranica. 


Iz toga slijedi, da je zbroj nutarnjih kutova u četverokutu 
manji od 27, zbroj nutarnjih kutova u peterokutu manji od 3a itd. 


Odnos stranica i kutova u trokutu 


62. — Budući da se poučci u vezi s odnosom stranica i kutova 
u trokutu dokazuju pomoću nutarnjih i vanjskih kutova trokuta 
na isti način kao u euklidskoj geometriji, ne ćemo te dokaze po- 
navljati, nego samo spomenuti te poučke: 

a) Zbroj dviju stranica u trokutu uvijek je veći od treće stranice. 

b) Razlika dviju stranica u trokutu uvijek je manja od treće 
stranice. X 

c) Dužina je najkraća spojnica svojih krajnjih točaka. 

d) Nasuprot većem .kutu leži u trokutu veća stranica; vrijedi 
i obrat. Nasuprot jednakim kutovima leže jednake stranice; vrijedi. 
i obrat. 
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Pouéci o sukladnosti trokuta 


63. — Za trokute hiperbolične ravnine imademo 5 poučaka o 
sukladnosti trokuta, koji glase: 

I. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u jednoj stra- 
nici i u dva susjedna kuta toj stranici. 

IL. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u dvije stra- 
nice i u kutu, kojega zatvaraju te stranice. 

III. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u jednoj 
stranici, u jednom od kutova toj stranici susjednih i u kutu nasu- 
prot toj stranici. 

IV. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u sve tri 
stranice. 

V. Dva su trokuta sukladna, ako se podudaraju u sva tri nu- 
tarnja kuta. Dokazi poučaka I., II. i IV. izvode se na isti način 
kao u euklidskoj geometriji, a dokazi za III. i V. poučak izvode: 
se na temelju poučka o vanjskome kutu, gledaj točku 60.*). 


Korespondentne točke 


64. — Definicija: Ako bilo koji pravac a zadanog pra- 
mena (1., 2. ili 3. vrste) prevedemo pomoću osnovnog pomaka (Pp) 
u pravac a’ istog pramena, onda pridružene točke na pravcima a 
i a pomoću (Pp) zovu se korespondentne točke. 

Iz svojstva osnovnog pomaka (Pp) slijedi, da je pravac p 
simetrala pravaca a i a’, a da korespondentne točke na pravcima 
aida leže simetrično prema pravcu p. 


65. — Konstrukcija korespondentnih točaka u pramenu pra- 


vaca 1. vrste. Dva pravca a=M,M, i b=N,N, hiperbolične rav- 
nine, koji se sijeku u točki S, određuju pramen pravaca 1. vrste 
(sl. 13.). Označimo sa s polaru točke S s obzirom na apsolutu k. 
Osnovni pomak (Pp) koji prevodi pravac a==M,M, u pravac 
b=N,N, i osnovni pomak (P’p’) koji prevodi pravac a =M,M, 
u pravac b==>N,N,, imaju svoje centre P i P’ na polari s točke S, 
a određeni su sa M,N,Xs=P i M,N,Xs==P' (slijedi to iz odre- 
đenja osnovnih pomaka (Pp) i (P’p’), isporedi točku 13.). 

Ako je A po volji točka na pravcu a, onda s njom korespon- 
dentne točke D i D' na pravcu b leže na spojnicama AP i AP’, 
Pa D==APXxXb, D=APXb: 

66. — Konstrukcija korespondentnih točaka u pramenu 2. vrste. 

a) Dva mimosmjerna pravca a = M,M, ib =N,N, hiperbolične 
ravnine određuju pramen pravaca 2. vrste. Označimo sa s=R,R, 


*) Isporedi Jouel, Vorlesungen iber projektive Geometrie, Berlin. 
1934, str. 178. 
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njihovu zajedničku okomicu ili os, a sa S pol te osi s obzirom na 
apsolutu k. Osnovni pomak (Pp) koji prevodi pravac a=M,M, 
u pravac b=N,N, i osnovni pomak (P’p’) koji prevodi pravac 
a= M,M, u pravac b = N.N, imaju svoje centre P i P’ na osi s, 
a određeni su sa M,N,Xs=P i M,N,Xs=P" (sl. 14.). Ako je A 
po volji točka na pravcu a, s njom korespondentne točke D i D’ 
na pravcu b leže na spojnicama AP i AP’, t.j. D=APXb, 
IB ZVE (5), 

wf P! 
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b) Zadani su dva pravca a i b iz pramena 2. vrste sa vrhom 
u točki S, koji ne sijeku apsolutu. Označimo sa s polaru točke S. 
Da bismo odredili točke D i D’ na pravcu b koje su korespondentne 
sa zadanom točkom C na pravcu a, treba da odredimo osnovne 
pomake (Pp) i (P’p’) koji prevode pravac a u pravac b prema točki 
12. Onda točke D i D' leže na spojnicama CP i CP'. 


> 
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67. — Konstrukcija korespondentnih točaka u pramenu pra- 
vaca 3. vrste. Dvije paralele a== M,M, i b=N,N, u hiperboličnoj 
ravnini određuju pramen pravaca 3. vrste sa zajedničkom besko- 
načnom točkom M,. Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac 
a-=M,M, u pravac b=N,N,, ima svoj centar na tangenti t 
apsolute k sa diralištem u točki M,, t. j. M,N,Xt=P, (sl. 15.). 
Ako je A po volji točka pravca a, onda s njom korespondentna 
točka D na pravcu b leži na spojnici AP, t. j. B= AP Xb. 
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Kružnice 


68. — Kružnicu možemo definirati u euklidskoj geometriji i 
na slijedeći način: Geometrijsko mjesto točaka na pravcima zada- 
nog pramena s-vrhom u točki S, koje su korespondentne s po volji 
zadanom točkom A, određuje kružnicu sa središtem u točki S i 
polumjerom r— SA. 

U hiperboličnoj geometriji definirat ćemo kružnicu na isti 
način. Budući da u hiperboličnoj ravnini imamo tri vrste pramena, 
imat ćemo zato i tri vrste kružnica. Kružnica, koja je određena 
pomoću pramena 1., 2. i 3. vrste, zove se kružnica 1., 2. ili 3. vrste. 

69. — Kružnica 1. vrste. Definicija: Geometrijsko mjesto točaka 
na pravcima pramena 1. vrste, koje su korespondentne s po volji 
zadanom točkom A, zove se kružnica 1. vrste. 

Iz te definicije slijedi, da je kružnica 1. vrste geometrijsko 
mjesto točaka u ravnini, koje su jednako udaljene od točke S, vrha 
zadanog pramena pravaca 1. vrste. Zato točka S predstavlja sre- 
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dište, a dužina SA određuje polumjer te kružnice, (svi nazivi u 
vezi s kružnicama prenose se direktno iz euklidske geometrije). 

70. — Zadatak. Konstruiraj kružnicu 1. vrste, ako je zadano 
središte S i po volji točka A te kružnice (sl. 16.). 

Rješenje: Zadaća se svodi na to, da prema točki 65. odre- 
dimo sa točkom A korespondentne točke na svima pravcima pra- 
mena 1. vrste s vrhom u točki S. Korespondentne točke D i D na 
svakom pravcu b = N,N, iz zadanog pramena određuju dijametar 
DD’ tražene kružnice k, 1. vrste (jer je SD = SD’). Na taj način 
možemo odrediti po volji mnogo parova dijametralnih točaka kru- 
žnice k,, a to znači, da je njena konstrukcija time potpuno 
određena. ' 

71. — Analizom konstrukcije kružnice k, 1. vrste izlazi, da ta 
konstrukcija predstavlja centralnu kolineaciju sa centrom u točki 
S, sa osi u polari s (sl. 16.), koja preslikava apsolutu k u traženu 
kružnicu k, 1. vrste, dakle u koniku k,, kojoj pripada obzirom na 
pol S ista polara s kao i apsoluti-k; označit ćemo tu centralnu 
kolineaciju sa (S +- s). 


& Glasnik 
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72. — Centralna kolineacija (S-++s) preslikava parove tange- 
nata w i v’ apsolute k u krajnjim točkama tetiva kroz točku S 
u parove tangenata u i v u dijametralnim točkama kružnice k, na 
tim istim tetivama. Tangente u i v i tangente w i v’ sijeku 
se u istoj točki na zajedničkoj polari s. Iz toga slijedi, da svima 
točkama B na zajedničkoj polari s apsolute i kružnice k, odgovara 
jedna te ista polara za apsolutu i za kružnicu k,, a to znači: a) da 
su tangentne kružnice 1. vrste okomite na spojnicu dirališta sa 
središtem kružnice; b) apsoluta k i kružnica k, određuju na zajed- 
ničkoj polari s istu eliptičnu involuciju parova konjugiranih po- 
lova, imaju dakle na toj polari s zajedničke imaginarne točke I, 
i 1; 6) u točki S imaju apsoluta k i kružnica k, zajedničku eliptičnu 
involuciju parova konjugiranih polara. Dvostruke imaginarne zrake 
te involucije su zajedničke tangente apsolute k i kružnice k, u 
točkama 1, i 1, na zajedničkoj polari s. 

Kružnica 1. vrste, projektivno shvaćena, predstavlja koniku 
koja dodiruje apsolutu k u dvije imaginarne točke. 

73. — Po volji točki B na zajedničkoj polari s apsolute k i 
kružnice k, pripada s obzirom na te konike jedna te ista polara 
b, zato osnovni pomak (Bb) prevodi apsolutu k i kružnicu k, u 
sebe, tek točke na pravcima kroz točku B zamjenjuju pri tome 
svoja mjesta. Iz toga slijedi, da je kružnica 1. vrste simetrična 
krivulja s obzirom na svaki dijametar. 

U hiperboličnoj ravnini ima kružnica 1. vrste neka svojstva, 
koja su analogna svojstvima kružnice euklidske geometrije. 


74. — Napomena. Postupimo li prema zadatku u točki 70., 
ali s tom razlikom, da nam točka A predstavlja nepravu točku, 
dobit ćemo uz istu konstrukciju geometrijsko mjesto točaka u pro- 
jektivnoj ravnini, koje su uz hiperboličnu metriku sve jednako 
udaljene od prave točke S, samo je sada duljina SA određena kom- 
pleksnim mjernim brojem. Tako određeno geometrijsko mjesto 
točaka zove se neprava kružnica 1. vrste. 

Sve prave i neprave kružnice 1. vrste skupa sa apsolutom, 
projektivno shvaćene određuju pramen konika, koje imaju u točki 
S zajedničku elip. involuciju parova konjugiranih polara, a na 
zajedničkoj polari s imaju zajedničku elip. involuciju parova konju- 
giranih polova (sl. 17.). Sve konike tog pramena dodiruju se u 
dvjema imaginarnim točkama na zajedničkoj polari s, u imagi- 
narnim dvostrukim točkama zajedničke elip. involucije parova 
konjugiranih polova. 

Ako kojugod od ovih konika odaberemo za apsolutu, onda u 
hiperboličnoj geometriji, koja je određena tom apsolutom, sve 
ostale konike tog pramena predstavljaju sve prave i neprave kru- 
žnice 1. vrste sa središtem u točki S. 

Kružnica 2. vrste. Definicija: Geometrijsko mjesto točaka na 
pravcima pramena 2. vrste, koje su korespondentne sa po volji za- 
danom točkom A, zove se kružnica 2. vrste. 
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75. — Zadatak. Konstruiraj kružnicu k, 2. vrste, ako je 
zadana os s pramena 2. vrste i po volji točka A te kružnice, 
(slika 18.). 

Rješenje: Prema točki 66. treba odrediti s točkom A 
korespondentne točke na svim pravcima pramena 2. vrste sa osi 
s, koji se u tome slučaju zovu radijvektori kružnice 2. vrste. Kore- 
spondentne točke D i D’ na svakom pravcu iz zadanog pramena 
određuju dvije točke, koje ćemo zvati dijametralnim točkama kru- 
žnice k, 2. vrste. Na taj način možemo odrediti po volji mnogo 
parova dijametralnih točaka tražene kružnice 2. vrste, dakle je 
time njena konstrukcija potpuno određena. 


76. — Analizom te konstrukcije dolazimo do analognih zaklju- 
čaka kao kod analize konstrukcije kružnice 1. vrste. 


Konstrukcija kružnice 2.. vrste predstavlja centralnu koline- 
aciju (S-++s), koja apsolutu k preslikava u traženu kružnicu k, 
2. vrste. 


77. — Postupajući na isti način, kao kod istraživanja svojstava 
kružnice 1. vrste (isporedi) točke T72., 73.), došli bismo do ovih 
činjenica: 


a) kružnica 2. vrste je konika, koja apsolutu k dodiruje u 
dvije realne točke, u presjecištima R, i R, polare s sa apsolutom k; 
b) tangente u dijametralnim točkama kružnice 2. vrste okomite - 
su radijvektor koji prolazi tim točkama; c) kružnica 2. vrste sime- 
trična je krivulja s obzirom na os s pramena pravaca 2. vrste i s 
obzirom na svaki radijvektor; d) iz toga slijedi, da je svaka točka 
kružnice 2. vrste jednako udaljena od osi s zadanog pramena pra- 
vaca. Pravac s zove se os kružnice 2. vrste, a sama kružnica pred- 
stavlja geometrijsko mjesto točaka, koje su jednako udaljene od 
osi s. Kružnica 2. vrste predstavlja ekvidistantu osi s. 

78. — Ako spojimo po volji dvije točke A i B na kružnici 
2. vrste, koje su na suprotnim stranama osi s, točka C.u kojoj os 
s siječe tu spojnicu, raspolavlja dužinu AB. 

Dokaz: Odredimo točke D => SAXs i E => SB Xs, (S je pol osi 
s). Pravokutni trokuti ADC i BEC su sukladni po III. poučku, dakle 
su hipotenuze AC i BC jednake. 
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79. — Neka je a=N,N, po volji radijvektor kružnice k, 
2. vrste, na kojem leže dijametralne točke D i D'. Prema hiper-. 
boličnoj metrici projektivne ravnine dužine su SD i D’S jednake, 
samo je njihov mjerni broj kompleksan. Neprava točka S, pol osi 
s, predstavlja dakle središte kružnice 2. vrste. 

80. — Napomena. Postupimo li prema zadatku u točki 75., 
ali s tom razlikom, da nam točka A predstavlja nepravu točku, 
dobit ćemo nepravu kružnicu 2. vrste. Razlikujemo dva slučaja: 
a) Ako radijvektor SA siječe apsolutu k, onda se neprava kru- 
žnica 2. vrste konstruira na isti način kao i prava kružnica 2. vrste; 
b) Ako radijvektor SA ne siječe apsolutu k, onda su svi radij- 
vektori nepravi pravci. S točkom A korespondentne točke na njima, 
t. j. točke neprave kružnice 2. vrste, odredit ćemo na način kako 
je to pokazano u točki 66. b). Sve prave i neprave kružnice 2. vrste 
skupa sa apsolutom, projektivno shvaćene, određuju pramen ko- 
nika, koje dodiruju apsolutu k u realnim točkama R, i R,, t. j. 
u točkama k Xs. U taj pramen spadaju i dvije degenerirane konike: 
jednu od njih predstavlja dvostruko uzeta os s, a drugu obje tan- 
gente SR, i SR, apsolute k, koje prolaze kroz točku S. Zato se 
u hiperboličnoj ravnini svaki pravac može shvatiti kao kružnicu 
2. vrste, kao ekvidistantu koja je pokrila svoju os, koja se u tome 
slučaju zove nul-linija. 

Kružnica 3. vrste. Definicija: Geometrijsko mjesto točaka na 
pravcima pramena 3. vrste, koje su korespondentne s po volji - 
zadanom točkom A, zove se kružnica 3. vrste. 

81. — Zadatak. Konstruiraj kružnicu 3. vrste, ako je zadan 
pramen 3. vrste sa dvije paralele a== SM, i b=SN, i po volji 
neka točka A te kružnice (sl. 19.). 

Rješenje: Prema točki 67. moramo odrediti sa točkom A 
korespondentne točke D na svima pravcima zadanog pramena 3. 
vrste, koji se u tome slučaju zovu radijvektori zadane kružnice. 
Tako dolazimo do po volji mnogo točaka tražene kružnice 3. vrste, 
dakle je njena konstrukcija na taj način potpuno određena. 

82. — Analizom te konstrukcije izlazi, da ona predstavlja cen- 
tralnu kolineaciju (S--s), kojoj je centar točka S, a os tangenta s 
apsolute k u točki S. Centralna kolineacija (S-+s) preslikava apso- 
lutu k u traženu kružnicu k. 3. vrste. Zato je kružnica k. 3. vrste 
konika, koja u diralištu S sa apsolutom k ima 4 zajedničke točke. 
Ta točka S predstavlja središte kružnice k., radi toga se kružnica 
3. vrste zove još granična kružnica. 

Postupajući na analogan način kao u točkama 72. i 73., doka- 
zali bismo ova svojstva granične kružnice ili kružnice 3. vrste: a) 
Kružnica 3. vrste je konika, koja ima s apsolutom četverostruko 
diralište; b) tangente u točkama kružnice 3. vrste su okomite na 
radijvektore koji prolaze kroz diralište; c) kružnica 3. vrste sime- 
trična je obzirom na svaki radijvektor; d) jednakim tetivama 
odgovaraju na kružnici 3. vrste jednaki lukovi. 
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83. — Kružnice 3. vrste među sobom su sukladne. Dokaz: Neka 
su točke M i M’ središta dviju po volji kružnica 3. vrste, označimo 
ih sa k, 1k,” (sl. 20.). Označimo sa A i A’ točke u kojima pravac 
a== MM" siječe granične kružnice k, i k,’, t. i A=aXk, A = 
= aXk.'. Odredimo li simetralu p dužine AA’ i pol P te simetrale, 
onda osnovni pomak (Pp) prevodi točku M u točku M', a točku A 
u točku A’, a to znači, da kružnica k, prelazi u k,’, jer su te kru- 
žnice točkama M i A, odnosno M? i A’ jednoznačno određene. 


si. 19 Sl. 20 


Napomena. Kada bi točka A predstavljala nepravu točku u 
projektivnoj ravnini, dobili bi uz istu konstrukciju (isporedi točku 
72.) nepravu kružnicu 3. vrste. 

Sve prave i neprave kružnice 3. vrste sa zajedničkim sredi- 
Stem S predstavljaju pramen konika, koje imaju sa opsolutom 
četverostruko diralište. 


Veza između hiperbolične i euklidske metrike 


84. — Promatrajmo u projektivnoj ravnini apsolutu k i pramen 
koncentričnih kružnica 1. vrste oko središta S (sl. 17.). U točki 74. 
opisali smo projektivna svojstva tako određenog pramena konika. 
Sve konike tog pramena imaju s obzirom na središte S zajedničku 
polaru s, na kojoj se nalazi zajednička elip. involucija parova ko- 
njugiranih polova svih konika tog pramena. Te konike iz oblika 
elipse preko oblika parabole i hiperbole priljubljuju se sve više 
polari s. Polara s predstavlja, dvostruko uzeta, degeneriranu ko- 
niku tog pramena. Ako bilo koju koniku iz tog pramena odabe- 
remo za apsolutu, pokazali smo, da sve ostale konike iz tog pra- 
mena predstavljaju obzirom na odabranu apsolutu opet kružnice 
1. vrste sa središtem u točki S. 

Povucimo točkom S dva među sobom okomita pravca a ==M,M, 
i b=N,N, (sl. 17.). Polovi A i B pravaca a i b s obzirom na 
apsolutu k i sve koncentrične kružnice 1. vrste leže na polari s, 
tj. A=bXs i B=aXs. Neprava točka A određuje pramen 
pravaca 2. vrste, kojima je pravac a zajednička okomica ili os 


86 Lav Rajčić, Zagreb, 


pramena. Isto tako i neprava točka B određuje pramen pravaca 
2. vrste, kojemu predstavlja pravac b zajedničku okomicu ili os 
pramena. 

Odaberemo li za apsolutu što veću koniku iz tog pramena, 
područje pravih točaka u projektivnoj ravnini sve je veće, a po- 
dručje nepravih točaka sve je manje. Ako odaberemo za apsolutu 
koniku k, koja se je već dovoljno priljubila uz polaru s, onda se 
je područje pravih točaka proširilo skoro na cijelu projektivnu 
ravninu, a neprave točke nalaze se izvan apsolute u uskoj pruzi 
oko polare s. 

Pređimo sada na promatranje graničnog slučaja, kada ćemo 
za apsolutu odabrati degeneriranu koniku iz tog pramena, dvo- 
struko prekrivenu polaru s. Područje pravih točaka proširilo se na 
cijelu projektivnu ravninu, a sve su neprave točke pale na polaru 
s. Geometrijsko mjesto beskonačnih točaka predstavlja polara s, 
jer ona — dvostruko uzeta — predstavlja apsolutu k. 


Svaki pravac p projektivne ravnine ima u tome slučaju samo 
jednu beskonačnu točku pXs, a parovi konjugiranih polova na 
svakom pravcu p čine paraboličnu involuciju (jer su sve neprave 
točke pravca p pale na beskonačnu točku ps). Ispitat ćemo sada 
u kojem se odnosu nalaze prije spomenuti prameni 2. vrste sa 
osima a=M,M, i b=N,N,, alb. Točke M, i M, pale su u 
jedinu beskonačnu točku pravca a, t. j. u točku B =a»Xs; a točke 
N, iN, pale su u jedinu beskonačnu točku pravca b, t. j. u točku 
A=bXs. Kod toga su svi polovi pravaca pramena 2. vrste sa 
osi a pali u beskonačnu točku B =a »Xs, a svi polovi pravaca pra- 
mena 2. vrste sa osi b u beskonačnu točku A==b»Xs. Iz toga 
slijedi, da je svaki pravac iz prvog pramena okomit na svakom 
pravcu iz drugog pramena, oni dakle dijele ravninu na četverokute 
sa četiri prava kuta, sa defektom 6— 0, a to svojstvo pripada samo 
četverokutima euklidske metrike. Vidimo, da smo na taj način 
uveli u projektivnu geometriju euklidsku metriku, dobivamo tako 
projektivnu interpretaciju euklidske geometrije. 


85. — Promatramo li specijalan slučaj, kada nam apsolutu k 
predstavlja euklidska kružnica u projektivnoj ravnini, a točka S 
njeno središte, onda sve kružnice 1. vrste s obzirom na tu apsolutu 
predstavljaju obične koncentrične kružnice sa središtem u točki S. 
Zajednička polara s svih tih kružnica obzirom na točku S pred- 
stavlja beskonačno daleki pravac, na kojem se nalazi elip. involucija 
parova konjugiranih polova svih kružnica, a dvostruke točke te 
involucije predstavljaju apsolutne kružne točke: (Isporedi točku 4.). 


Iz toga zaključujemo: Ako odaberemo za apsolutu k besko- 
načno daleki pravac — dvostruko uzet — sa apsolutnim kružnim 
točkama na njemu, uvedena metrika primjenjena na tako odabranu 
apsolutu, određuje euklidsku geometriju. 
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Poznato je, da je već godine 1853. matematičar Laguerre u 
18. godini svog života odredio na projektivan način mjerni broj 
kuta u obliku po M (m, mo ab), gdje su a i b krakovi kuta g, a 


m, i m, minimalni pravci, koji prolaze kroz vrh V tog kuta, 
koji zapravo predstavljaju tangente spuštene iz vrha V na dege- 
neriranu apsolutu, na beskonačno daleki pravac s apsolutnim kru- 
žnim točkama na njemu. Prema tome je mjerni broj tog kuta 
određen na jednak način kao mjerni broj kuta u hiperboličnoj 
geometriji. 

Dakako, da mladi Laugerre nije bio svijestan dalekosežnosti 
formule p=-ln(m,m,ab). Tek je matematičar F. Klein 20 go- 


dina kasnije prvi uvidio i pokazao, da je tom formulom određen 
na projektivan način mjerni broj kuta u vezi sa apsolutom euklid- 
ske geometrije. : 

Dodatak. Upoznavši i s te strane euklidsku metriku, mo- 
žemo većini konstrukcija i likova u hiperboličnoj ravnini naći ade- 
kvatne konstrukcije i likove u euklidskoj ravnini. 

Tako, na primjer, kružnici 1. vrste u hiperboličnoj ravnini 
odgovara kružnica u euklidskoj ravnini. Kružnici 2. vrste ili ekvi- 
distanti u hiperboličnoj ravnini odgovaraju u euklidskoj ravnini dva 
paralelna pravca, koji su ekvidistantni od zadanog pravca — zadane 
osi. Kružnici 3. vrste odgovaraju na isti način dva paralelna pravca: 
jedan pravac u konačnosti i drugi u beskonačnosti. 


Rotacije u hiperboličnoj ravnini 


86. — Neka su u hiperboličnoj ravnini zadane dvije jednake 
dužine AB i A'B', koje se ne mogu prevesti osnovnim pomakom 
jedna u drugu. Odredimo simetrale s, i s, dužina AA’ i BB’, a 
njihovo sjecište označimo sa S. Pri tome mogu nastupiti četiri slu- 
čaja, simetrale s, i s, mogu se sjeći u pravoj, u nepravoj ili u 
beskonačnoj točki, ili padaju zajedno. 

a) Ako je točka S==s,Xs, prava točka, onda se oko točke S 
može opisati kružnica k, 1. vrste kroz točke A i A’, i koncentrična 
kružnica k,’ kroz točke B i B'. Zato možemo dužinu AB rotacijom 
za kut ASA’ oko točke S pomaknuti u položaj A'B'. 

Budući da je ravnina određena sa tri točke, izvedena rotacija 
pomakla je sve točke hiperbolične ravnine po koncentričnim kru- 
žnicama oko točke S za jednak kut rotacije ASA', jedino je točka 
S pri tome ostala na miru. Takovo se gibanje u hiperboličnoj rav- 
nini zove rotacija 1. vrste, a točka S središte te rotacije. 

b) Ako se simetrale s, i s, sijeku u nepravoj točki S, tada 
polara s točke S predstavlja zajedničku okomicu ili os simetrala 
S, i s,. Kroz točke A i A’ možemo opisati kružnicu k, 2. vrste 
s osi s, isto tako i kroz točke B i B' možemo opisati kružnicu k,,’ 


88 Lav Rajčić, Zagreb, 


2. vrste sa istom osi s. Uzmemo li u obzir da je hiperbolična metrika 
definirana u cijeloj projektivnoj ravnini, onda s obzirom na tu 
metriku možemo shvatiti kružnice k, i k,’ kao koncentrične kru- 
žnice oko središta S. Dužinu AB možemo pomaknuti rotacijom oko 
točke S u dužinu A'B'. j 

Gibanje u hiperboličnoj ravnini, kod kojeg sve točke putuju 
po kružnicama 2. vrste sa zajedničkom osi, koja ostaje kao cjelina 
na miru, zove se rotacija 2. vrste. Na zajedničkoj osi ostaju samo 
beskonačne točke na miru, sve ostale točke te osi mijenjaju mjesto. 
Pravci koji su okomiti na zajedničku os, prelaze kod tog gibanja 
opet u okomice te zajedničke osi. 

c) Ako se simetrale s, i s, sijeku u beskonačnoj točki S, onda 
se kroz točke A i B, odnosno kroz točke A’ i B’ mogu položiti 
dvije kružnice k, ik,’ 3. vrste sa zajedničkim središtem u točki S. 
Zato se dužina AB može oko točke S pomaknuti u položaj A'B', 
pri čemu točke A i B opisuju kružnice 3. vrste. 

Gibanje u hiperboličnoj ravnini, kod kojeg sve točke putuju 
po koncentričnim kružnicama 3. vrste sa središtem u točki S, a 
pravci pramena 3. vrste sa vrhom u točki S prelaze u pravce istog 
pramena, zove se rotacija 3. vrste. 

d) U slučaju da simetrale s, i s, dužina AB i A'B' padnu 
zajedno, t. j. s; =s,, onda je središte S rotacije određeno točkom 
ABXA’B’. 

Na temelju svega toga možemo reći: Rotacija 1. vrste ostavlja 
na miru samo jednu točku hiperbolične ravnine. Rotacija 2. vrste 
ne ostavlja na miru nijednu točku hiperbolične ravnine, ali ostavlja 
na miru dvije beskonačne točke. Rotacija 3. vrste ne ostavlja na 
miru nijednu točku u hiperboličnoj ravnini, ali ostavlja na miru 
jednu beskonačnu točku. 

Napomena. Rotaciji 1. vrste u hiperboličnoj ravnini odgovara 
u euklidskoj ravnini rotacija oko konačne točke. Rotaciji 2. vrste 
u hiperboličnoj ravnini odgovara u euklidskoj ravnini translacija 
koja je paralelna sa zadanim pravcem. Rotaciji 3. vrste u hiperbo- 
ličnoj ravnini odgovara u euklidskoj ravnini translacija, koja je 
ckomita na zadani pravac (translacija u euklidskoj ravnini pred- 
stavlja zapravo rotaciju oko beskonačne točke, koja je određena 
okomicom na pravac translacije). 


87. — Zadatak. Odredi geometrijsko mjesto pravaca, koji 
sa zadanim pravcem p=M,M. određuju jednaki kut a (slika 21.). 

Rješenje: Neka po volji pravac q=N,N. određuje sa 
zadanim pravcem p=M,M, kut a i neka je pXq=R. Odredimo 
pol P pravca p i pol Q pravca q. Odredimo zatim nepravu kru- 
žnicu k, 2. vrste sa središtem u točki P, a koja je određena tan- 
gentom q. Os te kružnice k, je pravac p, zato ta kružnica dodiruje 
apsolutu k u točkama M, i M,. Diralište D tangente q sa kružnicom 
k, je točka D=qXPQ) 


Obrada osnovnih planimetrijskih konstrukcija... 89 


Zarotirajmo kut a sa vrhom u točki R oko točke P. Krak p 
tog kuta pomiče se po pravcu p, jer je pravac p kružnica druge 
vrste sa središtem u točki P, t. j. nullinija. Kod te rotacije tan- 
genta q prelazi opet u tangentu kružnice k,. Iz toga slijedi: Tan- 
gente kružnice 2. vrste određuju geometrijsko mjesto pravaca, koji 
zatvaraju sa osi te kružnice jednaki kut. 


Trokutu opisane kružnice 


88. — U zadanom trokutu ABC hiperbolične ravnine spojnica 
polovišta D i E stranica BC i AC predstavlja srednjicu DE, koja 
leži nasuprot stranici AB. Spustimo iz točaka A, B i C okomice na 
srednjicu DE, označimo nožišta sa A,, B, i C,. Prema III. poučku 
su pravokutni trokuti EA,A i EC,C, zatim DB,B i DC,C sukladni, 
zato su udaljenosti točaka A, B i C od srednjice DE među sobom 
fedmake wi): 24, bb. CC Točke“ Ay B UC leže zato na 
ekvidistanti, kojoj je os srednjica. DE. Budući da je stranica AB 
tetiva te ekvidistante, t. j. kružnice 2 .vrste, simetrala s te stranice 
predstavlja radijvektor te kružnice, koji je okomit na srednjicu 
DE. Time smo dokazali dva poučka: a) Simetrala stranice okomita 
je na srednjicu nasuprot toj stranici; b) Kroz vrhove svakog trokuta 
ABC prolaze tri kružnice 2. vrste. 


SI. 22 


89. — Iz gornjeg slijedi dalje, da se svaka stranica trokuta i 
srednjica nasuprot njoj sijeku u polu simetrale te stranice s obzi- 
rom na apsolutu, (jer je ta simetrala okomita na tu srednjicu). 
Označimo sa s., S, i S, simetrale stranica a, b i c trokuta ABC, 
koje prolaze kroz polovišta D, E i F tih stranica, a njihove polove 
sa S» S, 18, (sl. 22.). Prema točki 42., uzevši u obzir da osnovni 
pomak predstavlja centralnu  involutornu  kolineaciju, slijedi 
SDBO=—, SEA) =—, (SFBA)=—1. To dokazuje, 
da se točke S,, S, i S, nalaze na jednom nepravom pravcu s. Iz 
toga dalje slijedi, da simetrale s,, S, i S, prolaze sve kroz jednu 
pravu točku S, koja je jednako udaljena od vrhova trokuta ABC. 
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U slučaju da nepravi pravac s tangira apsolutu k, onda sime- 
trale s, S, i s, prolaze tim diralištem. Iz svega toga slijedi: 

Kroz vrhove trokuta u hiperboličnoj ravnini prolazi uvijek 
jedna kružnica 1. ili 3. vrste sa središtem u zajedničkom sjecištu 
simetrala stranica tog trokuta. 


Budući da znamo konstruirati simetrale stranica, možemo kon- 
struirati središte, dakle i samu kružnicu 1. ili 3. vrste, koja prolazi 
kroz vrhove trokuta. 

90. — Na temelju svega toga zaključujemo: 

U hiperboličnoj ravnini mogu se kroz vrhove trokuta opisati 
četiri kružnice, od kojih je jedna 1. ili 3. vrste, a ostale tri su 
kružnice 2. vrste. 

Vrhovi trokuta A, B i C određuju na pravcima a, bic tri 


> oe -- — > > 
para orijentiranih dužina: AB i BA, BC i CB, CA i AC, dakle i 
iri para pripadnih simetrala: 


8. i sat Su iss rasi s. (točka 42). 


a c c 


Po tri od tih simetrala sijeku se u središtima kružnica, koje se 
mogu opisati kroz vrhove trokuta. To su središta 


S=s,3,8., S1 = 8, 5,8, S2 = 88,8 i S3 = 8.845, 


Dakako, da točke S,, S, i S, predstavljaju polove srednjica EF, DF 
i DE zadanog trokuta. 

Napomena. U euklidskoj ravnini imamo ovaj analogon: Oko 
trokuta ABC može se opisati kroz vrhove trokuta kružnica i tri 
para ekvidistantnih pravaca s obzirom na srednjice. 


Trokutu upisane kružnice 


91. — Označimo sa a, b i c tri pravca, koji svojim presjeci- 
štima određuju trokut ABC. Konstruirati treba sve kružnice, koji 
dodiruju pravce a, b i c. Postupajući na isti način kao u euklid- 
skoj geometriji, dokazali bismo, da se po tri simetrale vršnih kutova 
pravaca a, bic sijeku u jednoj točki. Dobivamo tako ukupno četiri 
točke, koje predstavljaju središta traženih kružnica. Ako iz tih 
središta spustimo okomice na pravce a, b i c, dobivamo dirališta 
tih kružnica s pravcima a, b i c. Sada možemo te kružnice kon- 
struirati, jer poznamo njihova središta i točke kroz koje one prolaze. 

Simetrale nutarnjih kutova trokuta sijeku se uvijek u pravoj 
točki, u središtu kružnice 1. vrste. Po tri ostale simetrale sijeku 
se u središtima kružnica 1., 2. ili 3. vrste. 

Kako vidimo, ovdje imamo potpunu analogiju sa upisanim 
kružnicama trokuta euklidske ravnine. 
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Sjecište visina 


92. — Poučak: Visine trokuta ABC u hiperboličnoj ravnini 
pripadaju pramenu pravaca 1., 2. ili 3. vrste. 

Dokaz: Visine trokuta ABC dobit ćemo tako, da vrhove A, 
B iC spojimo s polovima nasuproinih stranica a, b i c s obzirom 
na apsolutu, a te spojnice, kako znademo, sijeku se samo u jednoj 
točki“). 

93. — Poučak: Nožišta visina u svim trokutima hiperbo- 
iične ravnine su prave točke. 


Dokaz: Kada bi, na primjer, nožište A’ visine v, na stranici 
BC trokuta ABC bila neprava točka, onda bi i visina v_ bila ne- 
pravi pravac, a to je nemoguće. 


Jednakost trokuta i jednakost mnogokuta 


94. — Dokazat ćemo slijedeći poučak: 

Trokuti u hiperboličnoj ravnini, koji imaju jednaku površinu, 
imaju jednak defekt. Vrijedi i obrat: 

Trokuti u hiperboličnoj ravnini, koji imaju jednak defekt, 
imaju jednaku površinu. Dokaz: 

a) Promatrajmo trokut ABC. Opišimo oko njega kružnicu 2. 
vrste ili ekvidistantu k, njegove srednjice DE nasuprot stranici 
AC. Spustimo iz vrhova A, B i C okomice na srednjicu DE, ozna- 
čimo nožišta sa A’, B i C'. Budući da se točke A’, B’ i C' nalaze 
na ekvidistanti srednjice DE, dužine AA’, BB’ i CC’ su jednake, 
a pravokutni trokuti BB'D i CC'D, zatim BB’E i AAE su sukladni. 
Zato je površina trokuta ABC jednaka površini četverokuia 
AA'C'C (jer su sastavljeni od sukladnih dijelova). Isto je tako defekt 
trokuta ABC jednak defektu četverokuta AA'C'C. 

Uzmimo po volji točku B” na ekvidistanti k, s iste strane 
srednjice DE na kojoj se nalazi točka B. Na isti način kao prije 
možemo dokazati, da je površina trokuta AB”’C jednaka površini 
četverokuta AA’C’C i da ima s njime jednak defekt. Iz toga slijedi, 
da su trokuti ABC i AB”C jednaki i da imaju jednak defekt. 

Na temelju toga možemo svaki trokut ABC pretvoriti u trokut 
AB”C sa istom površinom i jednakim defektom, a da stranica AB” 
bude veća od stranice AB. ‘ 

b) Uzmimo dva trokuta ABC i A”B”C” koji imaju jednaku 
površinu, neka je, na primjer stranica AB manja od stranice A”B” 
(tako je provedeno označivanje). Pretvorimo prema a) trokut ABC 
u jednak trokut AB"C, tako da bude AB” — A"B". Polozimo tro- 
kut AB"C na trokut A"B"C", tako da stranica AB” padne na stra- 
nicu A”B”, a da se pri tome djelomično pokrivaju. Oko trokuta 


*) Isporedi Jouel, Vorlesungen iiber projektive Geometrie, Berlin 
1934 str. 15. 
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A"B"C" opišimo ekvidistantu k, srednjice E'F'. Kada vrh C trokuta 
AB"C nebi ležao na ekvidistanti k,, onda bi stranica AC sjekla 
tu ekvidistantu u točki C’ (sl. 23.). Tada bi trokut A"B"C' imao 
prema a) istu površinu kao i trokut A"B"C", dakle istu površinu 
kao i trokut AB'"C, a to je samo tako moguće da bude C’=C. Iz 
toga slijedi prema a), da trokuti ABC i A"B"C" koji imaju jednak 
defekt. 

c) Uzmimo sada dva trokuta ABC i A"B"C" koji imaju jednak 
defekt, dokazat ćemo da ti trokuti imaju jednaku površinu. 

Ako nemaju jednakih stranica, neka su ti trokuti tako obilje- 
ženi da bude stranica AB manja od stranice A’’B”. Pretvorit ćemo 
sada trokut ABC u trokut AB"C, tako da bude AB" = A”B”.. Po- 
ložimo trokut AB"C na trokut A”B”C” tako, da stranica AB" padne 
na stranicu A’’B’’, a da se pri tome djelomično pokrivaju. Odre- 
dimo srednjice EF i E"F" trokuta AB"C i A"B"C", a označimo 
sa A, i A, sa B, i B, ortogonalne projekcije točaka A” i B" na 
srednjicu EF i E”F”. Cetverokuti A"B"A,B, i A"B"A,B, imaju 
jednak defekt. Budući da je simetrala zajedničke stranice A'"B" tro- 
kuta A"B"C" i AB"C okomita i na srednjicu EF i na srednjicu 
E” F'", srednjice se EF i E"F" ne sijeku u pravoj točki. Budući da 
četverokuti A"B"A,B, i A”’B” A,B, leže simetrično prema simetrali 
stranice A’’B’’, radi jednakosti defekta oni imaju jednake kutove, 
a to znači da su ti četverokuti sukladni. Iz toga dalje slijedi, da 
trokuti A"B"C" i AB"C imaju jednaku površinu, kako smo željeli 
dokazati. 

Iz svega toga zaključujemo, da je površina trokuta proporcio- 
nalna sa njegovim defektom. 

95. — Ako se zadani mnogokut rastavi bilo kako na trokute, 
onda se može pokazati, da je suma defekata djelnih trokuta jed- 
naka defektu mnogokuta. Iz toga slijedi: Mnogokuti jednakih po- 
vršina imaju jednak defekt. Vrijedi i obrat: Mnogokuti jednakih 
defekata imaju jednake površine. 

Površina mnogokuta proporcionalna je s njegovim defektom. 


Asimptotski trokuti 


96. — U hiperboličnoj ravnini postoji još jedna vrsta trokuta, 
kojima nema analognih u euklidskoj ravnini. 

Trokut, komu padne jedan vrh u beskonačnu točku, ima dvije 
paralelne stranice, zove se jednostruko asimptotski trokut. 

Trokut, komu padnu dva vrha u beskonačne točke, ima dva 
para paralelnih stranica, zove se dvostruko simptotski trokut. 

Trokut, komu su svi vrhovi pali u beskonačne točke, zove 
se trostruko simptotski trokut. 


97. — Poučak: Svi su trostruko asimptotski trokuti među 
sobom sukladni. 
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Dokaz: Neka su zadani trostruki trokuti N,N,N. i N,’N,’N,,’. 
Osnovni pomak (Pp), koji prevodi pravac N,’N,’ u pravac N,N., 
prevodi točku N. u točku N.'". Osnovni pomak (P’p’), koji prevodi 
točku N." u točku N., a pravac N,N, ostavlja na miru, dovodi do 
pokrivanja tih trokuta. 


98. — Poučak: Asimptotski trokuti imaju konačnu površinu. 
Dokaz*): a) Promatrajmo najprije jednostruko asimptotski 
trokut ABN sa kutovima Cae ae b> (sl. 24.). 


Odredimo najprije okomicu na stranicu AB, koja prolazi toč- 
kom N, neka to bude pravac p == NN’, označimo sa P njegov pol 
s obzirom na apsolutu k. Odredimo sada mrežu trokuta, odredivši 
njihove vrhove kako slijedi: 


A,=BN’X AN, A=BNXAN A=BNXAN,... 
B,=4,PX BN, B=APXBN, Bz = 43PX BN, ... 
C =AP XA.N, D = AP X AN’, 

C4 PCN, a De AP X.DN, +, 2. Sean: 
OG=APX CN, Dy = AoP X DN, 

C; = A;3PX CN, D3 = A3P X DN, 


Označimo još sa A’, A,’, A,’, ortogonalne projekcije točaka 
KA A de na pravac p. 


*) Isporedi: Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, II. izdanje, str. 53. 
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Tom smo podjelom dobili unutar jednostruko asimptotskog 
trokuta A,B,N i unutar četverokuta A’A,’B,B beskonačno mnogo 
trokuta, ali se ti trokuti mogu tako pridružiti, da svakom tro- 
kutu unutar jednostruko asimptotskog trokuta A,B,N odgovara 
jednoznačno sukladan trokut unutar četverokuta A’A,’B,B. Tako 
metodom ekshaustije zaključujemo, da je jednostruko asimptotski 
trokut A,B,N jednak četverokutu A’A,’B,B, iz toga dalje slijedi, 
da je jednostruko asimptotski trokut ABN eksaustijski jednak če- 
tverokutu AA’A,’A,, i zato kažemo da ima jednaku površinu kao 
četverokut AA’A,’A,. 

Na slici 24. su pridruženi sukladni trokuti unutar jednostruko- 
asimptotskog trokuta A,B,N i unutar četverokuta A’A,’B,B ozna- 
éenj istim brojevima. Da dokažemo, da su na primjer trokuti ozna- 
čeni sa 1, dakle trokuti A,B,A, i BB,C sukladni, zaključit ćemo 
ovako: A,A,? je simetrala kuta N’A,N (jednaki kutovi paralelnosti 
N’A,A,’ i A,’A,N s obzirom na pravac p), zato trokut A,B,A, leži 
s obzirom na pravac A,A,’ simetrično s trokutom A,B,B,, a taj 
leži simetrično sa trokutom B,BC s obzirom na pravac A,A’,. Na 
isti bismo način mogli dokazati, da su sukladni i ostali trokuti, 
koji su označeni jednakim brojevima i t. d. 


Defekt jednostruko asimptotskog trokuta ABN jednak je de- 
fektu četverokuta AA’A,’A,, koji s njim ima ekshaustijski jednaku 
površinu (jer su kutovi ABN i AA,A, jednaki). 


b) Od svakog se jednostruko-, dvostruko-, odnosno trostruko- 
asimptotskog trokuta može otcijepiti jedan, dva odnosno tri jedno- 
struko-asimptotska trokuta sa jednim šiljastim i jednim tupim 
kutom, tako da od jednostruko asimptotskog trokuta ostaje četve- 
rokut, od dvostruko asimptotskog trokuta ostaje peterokut, a od 
trostruko asimptotskog šesterokut. Budući da odrezani jednostruko 
asimptotski trokuti imaju konačnu površinu prema a), imaju zato 
konačnu površinu i dvostruko odnosno trostruko simptotski trokuti. 


99. — Poučak: Asimptotski trokuti jednakih površina imaju 
jednak defekt. Vrijedi i obrat: Asimptotski trokuti jednakih defe- 
kata imaju jednaku površinu. 


Dokaz: Za trostruko asimptotske trokute to je evidentno. 


a) Neka su zadani dva jednaka jednostruko asimptotska tro-- 
kuta ABN i A’B’N’, dokazat ćemo da su im defekti jednaki. 


Položimo trokut A’B’N’ na trokut ABN, da stranice N'A? i 
N’B’ padnu na stranice NA i NB. Ako pri tome stranica A’B’ ne: 
padne na stranicu AB, onda se stranice AB i A’B’ sijeku u točki C. 
Iz jednakosti trokuta ABN i A'B'N' slijedi, da su trokuti AA'C i 
BB'C jednaki, dakle imadu jednaki defekt, t. j. z—(a' + (a—a) + 
+y_=an"—B+(a—B)--y] ili a+B=d +8. Iz toga slijedi, 
da su defekti trokuta ABN i A'B'N' jedneki. 
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Ako zadani jednostruko asimptotski trokuti ABN i A’B’N’ ima- 
du jednak defekt, dokazat ćemo, da imadu jednaku površinu na 
slijedeći način: Položimo opet trokut A’B’N’ na trokut ABN kako 
smo ranije postupili. Nastupiti mogu dva slučaja: ili se stranice 
AB i A’B’ ne sijeku, ili se one sijeku. 

Ako se stranice AB i A'B' ne sijeku nego se trokut ABN na- 
lazi unutar trokuta A'B'N', onda četverokut AA’BB’ ima defekt 
arte (ae — a’) (a — 8") 6) «+ —a + 8 = 0; ato je 
nemoguće, dakle prvi slučaj otpada. 

Ako se stranice AB i A’B’ sijeku u točki C, onda defekti 
trokuta AA’C i BB'C glase 6, =a—[a+(x—a)+y] i 8%. = 
==2— [B+ (xa— f’) + y]. Radi jednakosti defekata trokuta ABN 
i A’B’N’ jea+B =a ®@, ili a—a’ =f’ —f, a iz toga slijedi 
O==0,. " 

Na isti bismo način dokazali da gornji poučci vrijede za dva 
dvostruko asimptotska trokuta, kao i za jedan jednostruko, a drugi 
dvostruko asimptotski trokut. 


Površina trokuta 
100. — U hiperboličnoj se geometriji površina trokuta i mnogo- 
kuta izražava pomoću površine trostruko asimptotskog trokuta, 
komu se površina određuje mjernim brojem k- a (gdje konstanta 
k ovisi od površinske jedinice mjere). Poznato je da je već Gauss 
na deduktivan način pokazao, da površina trokuta glasi P= 
=>=k.(q—a—bB—y). 


Komplementarne dužine 


101. — Funkcija Lobačevskog // (a) daje funkcionalnu pove- 
zanost između kuta paralelnosti a i pripadne udaljenosti a, t. j. 
a= II (a). Inverziju bilježimo sa /\, pa pišemo a= /\ (a). 


Definicija: Dužine a i @ zovu se komplementarne, ako je 


IT (a) + II (a) = =: Zato je prema toj definiciji 
a=A (—«) GB | ($-«) =A [$- (Z-«)] =Ao=a!: 


102. — Zadatak. Zadan je kut a, odredi dužine 
a_A(a) 2 a=A (5a) : 


Rješenje: Nacrtajmo kut NAN' =a. Spustimo iz točaka 
N i N’ okomicu na krak AN kuta a, a nožište označimo .sa B; tada 
je po definiciji AB = /\ (a) =a. Odredimo zatim pravi kut NAN", 
pa spustimo okomicu iz točke N’ na krak AN", nožište označimo 
sa B', tada je po definiciji 


AB'=A (Z-«) == (ahe 
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Pravokutni trokut i pridruženi mu četverokut 


103. — Promatrat ćemo u hiperboličnoj ravnini pravokutni 
trokut ABC s katetama AC =b i BC =a, nasuprotnim kutevima 
+tA=/ji <B—w i hipotenuzom AB =c. Stranice tog trokuta 
određuju kutove paralelnosti J/(a)—a, U(b)= 86 i II() =y, a 
kutevi 2 i u dužne l= / (J) i m= A (u). 

Prema tome pravokutni trokut ABC određuje 10 veličina, to 
su dužine a, b, c, l, m i kutovi 2, u, a, B, y. 


104. — Nacrtajmo trokut ABC, pri tome označimo beskonačne 
točke na pravcu AC sa N, i N,, na pravcu BC sa M, i M., na pravcu 
AB sa L, i L,. Pol pravca AC označimo sa D (sl. 25.). 

Spustimo iz točke L, okomicu na pravac AC, a nožište ozna- 
čimo sa D. Budući da je kut LAD=/ to je AD= A (A)=1. Spo- 
jimo točku A sa točkom M,, kut CAM, = I/ (b)=f. 

Označimo sa e zajedničku okomicu ili os pravaca DL, i AM, 
(koja je s tim pravcima jednoznačno određena, vidi točku 40.), a 
presjecišta te okomice s njima sa E i F, t. j. E=eXDL,, F= 
—eXAM,. Dakako da je pol E pravca e točka E= DL, XAM,. 

Dobili smo tako četverokut ADEF, u kojem je AD =/A() =1, 
S DAF =11(b) = f. Cetverokut ADEF jednoznačno je određen 
pravokutnim trokutom ABC, jer je taj četverokut ADEF jedno- 
značno određen stranicom AD=/A()==1 i kutom <DAM = 
— IT (b) = B (ostali kutovi u četverokutu ADEF su pravi). No veli- 
čine I/ (l) =2 i b= (6) jednoznačno određuju pravokutni trokut 
ABC po III. pravilu sukladnosti, zato i četverokut ADEF sa stra- 
nicom AD = /A(4)=1, kutom < MAD— I] (b)—f i ostalim pra- 
vim kutovima određuje jednoznačno pravokutni trokut ABC. Pra- 
vokutni trokut ABC i četverokut ADEF zovu se među sobom 
pridruženi“). 

105. — Dokazat ćemo, da je stranica DE u četverokutu ADEF 
jednaka kateti CB —a pridruženog pravokutnog trokuta ABC 
(sl. 25.). ' 

Kutovi su BCD i EDC pravi. Ako je CB = DE, točke se B i 
E nalaze na ekvidistanti sa osi N,N,. Zato se spojnica BE mora sjeći 
sa spojnicom M,L, u točki G na ekvidistantinoj osi N,N, (gledaj 
konstrukciju ekvidistante, točka 75.). Budući da je spojnica EF po- 
lara točke E, mora biti (L, L,’ E E) =—1. 

Označimo točku GL,'XM,A sa M', pa uočimo potpuni četvero- 
kut L, M, M,/'L,'. Niz točaka na pravcu L,M, označimo sa (M,). 
Ako točku L,' spojimo sa svima točkama niza (M,), dobit ćemo 
pramen pravaca, koga označujemo sa L,’(M,). Pramen L,'(M,) 
perspektivan je s nizom (M,); t. j. LY (M) A (M). 


*) Isporedi Liebmann: Nichteuklidische Geometrie, II. izdanje, 
SEOs 
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Ako sve točke niza (M,) spojimo sa točkom E, dobivamo pra- 
men pravaca E (M,), koji siječe pravac GL,’ u nizu (M,'), dakako 
EM) A (M,’). Ako sve točke niza (M,') spojimo sa točkom L,, 
dobivamo pramen pravaca L, (M,’). 

Budući da je LU (M) A E(M,), a E(M,) A (My), to je pramen 
L,’ (M,) projektivan s pramenom L, (M,’), t. j. LY (M,)AL, (M). 

Iz definicije projektivnih pramenova L, (M,’) i L,’ (M,) slijedi: 

a) pravcu L,L,’ iz prvog pramena pridružen je pravac L,’L, 
iz drugog pramena. Iz toga slijedi, da su prameni L, (M,’) i L,’ (M,) 
perspektivni, zato im se pridruženi pravci sijeku na osi perspek- 
tivnosti s. 


b) Pravcu L,M,’ iz prvog pramena pridružen je pravac L,’M, 
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s prolazi kroz točku 
BL My XL, My: 

c) Pravcu L,G iz prvog pramena pridruzen je pravac L,’G 
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s prolazi točkom G, t. j. 
s PG 

d) Iz konstrukcije točke P vidimo, da je točka P jedna od 
dijagonalnih točaka potpunog četverokuta L, M, M,’L,’. Zato os 
perspektivnosti s siječe pravac L,L,’ u točki E, za koju je 
(L, L,’ E E) =—1. 

Sad ćemo dokazati, da je spojnica BG identična sa spojnicom 
PG =s. Uočimo opet potpuni četverokut L, M, My'Ly na sl. 25., 
a na njegovoj stranici L,L,’ hiperboličnu involuciju sa dvostrukim 
točkama u L, i L,’. Točke Di D su dva konjugirana pola apsolute 
k na sekanti L,L,’, zato točke D i D predstavljaju jedan par točaka 
spomenute hiperbolične involucije. 


7 Glasnik 
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Ako točka D opisuje niz točaka (D) na pravcu L ee onda i 
točka D opisuje kolokalan projektivan niz (D) (jer su točke D i D 
u involuciji). 

Ako sve točke niza D spojimo sa točkom M,, dobivamo pramen 
pravaca M, (D) perspektivan sa nizom D. 1 

Ako sve točke niza (D) spojimo sa točkom G, dobivamo pra- 
men pravaca G(D) perspektivan sa nizom (D). Pravci pramena 
G (D) sijeku pravac M,M, u nizu toéaka (A), koji je perspektivan 
s pramenom G (A). Ako sve točke niza (A) spojimo sa točkom L,, 
dobivamo pramen L, (A), koji je perspektivan s nizom (A). 

Budući da je (D) A (D), G(D) J (A), L, (A) A (A), slijedi, da je 
pramen M (D) projektivan s pramenom L, (A). 

Iz definicije projektivnih pramenova M (D) i L, (A) slijedi: 

a) Pravcu M,L, iz prvog pramena pridružen je pravac L,M, 
iz drugog pramena. Iz toga slijedi, da su ti prameni perspektivni, 
pridruženi im se zato pravci sijeku na osi perspektivnosti s’. 

b) Pravcu M,D iz prvog pramena pridružen je pravac L,A 
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s' prolazi točkom 
B= Vin Dainese 

c) Pravcu M,L,’ iz prvog pramena pridružen je pravac L,’M, 
iz drugog pramena, zato os perspektivnosti s’ prolazi točkom 
P==M, 1,7 XL Me 

d) Pravcu M,E iz prvog pramena pridružen je pravac L,E iz 
drugog pramena, zato os perspektivnosti s’ prolazi točkom E. 

Dokazali smo tako, da os perspektivnosti s pramenova L, (M,’) 
i L,’ (M,) prolazi kroz točke P, E i G, a os perspektivnosti s’ prame- 
nova M(D) i L, (A) kroz točke B, P i E, dakle je s = s". Iz svega 
toga slijedi, da točka E zadovoljava uvjetu (L, LEE) =—1, i da 
spojnica BE prolazi točkom G, čime je dokaz završen. 

106. — Nacrtajmo opet pravokutni trokut ABC i njemu pri- 
druženi ADEF (sl. 26.), pri čemu zadržavamo iste oznake kao na 
slici 25. 

Spustimo iz točke L, okomicu L,L,’ na pravac N,N,, a nožište 
označimo sa C’. Budući da je kut C'AL, =, to je CA=A()=1. 

Spojnica CC’ je zajednička okomica pravaca M,M, i L,L,’, zato 
je točka S => CC'XL.M, centar simetrije za pravce M,M, i L,L,’. 
Odredimo sada centralno simetrični pravokutni trokut A’B’C’ sa 
trokutom ABC s obzirom na točku S. Trokuti su A’B’C’ i ABC su- 
kladni (vidi točku 55.). 

Konstruirajmo u točki B’ okomicu na pravac L,L,’, označimo 
sa D’ presjek te okomice sa pravcem AM,. Cetverokut AC’B’D’ je 
pravokutnom trokutu A’B’C’ pridružen, jer je AC’=— 4(/)=1, 
BC =b, a kut CAD =. Zato je četverokut AC’B’D’ sukladan 
sa četverokutam ADEF. 
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107. — Hipotenuza A’B’ pravokutnog trokuta A'B'C' ime za- 
jedničku beskonačnu točku M, sa stranicom D'A pridruženog četve- 
rokuta AC’B’D’. Iz toga slijedi: 

a) ako u pridruženom četverokutu povučemo iz vrha nasuprot 
kutu f paralelu sa stranicom koja leži nasuprot stranici a, tada 
ova paralela sa stranicama |! i a određuje pridruženi pravokutni 
trokut. 

Ako označimo sa H drugu beskonačnu točku na pravcu FA 
(sl. 26.), a sa K=EHXDA, tada je pravokutni trokut KED sukla- 
dan sa trokutom ABC. 


SI. 26 


b) Budući da hipotenuza A'B' ima zajedničku beskonačnu toč- 
ku M, sa stranicom D'A, a kut je 


ABD=25—" to je !“B'pDi=A (Z—u«) = 


Iz toga slijedi: U pridruženom četverokutu leži nasuprot stranice I 
stranica m’. Zato je BD =EF =m. 


108. — Sada ćemo odrediti preostalu stranicu pridruženog 
četverokuta. Dokazat ćemo, da je stranica AF četverokuta ADEF 
jednaka hipotenuzi pridruženog pravokutnog trokuta ABC, t. j. 
yr RABE TEH (sl./26)): 

Označimo sa T pol pravca t==L,L,', a beskonačne točke na 
spojnici EK sa H i H'. Spustimo iz točke H' okomicu na pravac 
N,N., nožište označimo sa R. Tada je CR = A(4) =1, jer je kut 
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HCR=hA. Prema tome je DR=KR—>KD=1—b, a DC= 
= DA—CA=1—bd ili DR = DC. Iz toga slijedi, da osnovni po- 
mak (Tt) prevodi točku R u točku C, a pravac DR u pravac DO: 
dakle prevodi točku H' u točku M,, t. j. spojnica M,H’ prolazi 
točkom T. Ali točkom T prolaze i spojnice AD i EF, jer su spojnice 
AD i EF okomite na pravac t = L,L,?, dakle su dvoomjeri (HAFM,) 
i (HKEH') u perspektivnom položaju s obzirom na točku T. Zato je 
(HAFM,) =(HKEH'), ii APF=>KE=c. 


109. — Na taj smo način odredili sve elemente pridruženog 
četverokuta pravokutnome trokutu (a, b, c, A, u). Polazeći od šilja- 
stog kuta B njegove su stranice l, a, m? ic. 


Lanac pravokutnih trokuta 


110. — Uzmimo četverokut (l, a, m, c, B) i pridruženi mu 
pravokutni trokut (a, b, c, A, u). Odredimo četverokut 1, =c, 
aa=m,m/? =a, c, —l, 8, = 8B, koji je nastao iz zadanog četvero- 
kuta zamjenom veličina 1 ic, te a i m'. Odredimo sada éetverokutu 
(1,, a,,m,’,c,, B,) pridruženi pravokutni trokut (a,, b,, €,, 4,» 4). Biti 
će zatoća,=m, bj =#(0)=AGIE= 0, 6c, = T= Io 
=I(o)=y 4, = (m= (@) => —a. Ako u četverokutu (1, 


a,,™,’,C,, B1) zamijenimo 1, sa c,, my sa a,, dobili bi postupajući 
na isti način kao prije četverokut (1,,4,, M2?, cy, B,) i pridruženi mu 
pravokutni trokut (a,,b,,C,, A2, Mo). Ako nastavimo taj postupak, 
dobiti ćemo lanac od 6 članova, jer je šesti tako dobiveni trokut 
sukladan sa početnim. 


Matematičar Engel je izrekao pravilo, po analogiji s Nepero- 
vim, po komu se mogu odmah odrediti elementi pravokutnih tro- 
kuta iz lanca, koji pripada pravokutnom trokutu (a, b, c, 4, u): 


Napišimo s vanjske strane uz stranice peterokuta počevši od 
kojegod stranice i u kojemgod smislu ophođenja ovim redom veli- 
čine: a’, l, c, m, b', a iz nutarnje strane počevši od kojegod stranice 
i u kojemgod smislu ovim redom veličine: a,’, 1,, €,, Mu, b,’. Ako 
izjednačimo veličinu s nutarnje strane sa veličinom s vanjske stra- 
ne uz svaku stranicu peterokuta, odredit ćemo veličine pravokutnog 
trokuta (a,, bi, c,, A,» Mi) pomoću veličina koje pripadaju pravo- 
kutnom trokutu (a, b, c, 4, u). Tako određeni pravokutni trokut 
(a,, by, Cy, Ap» M) je jedan od trokuta u lancu, koji pripada pravo- 
kutnom trokutu (a, b, c, A, u). Na primjer: Iz ač=m, bi =b/, 
G= My =e), esac, Sljedi gre m, biston 


TT 
hy 5 "0 


2 
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Osnovne konstrukcije u vezi s kružnicama 
A) Pravac i kružnica 


"111. — Zadatak. Konstruiraj točke u kojima pravac p siječe 
kružnicu k, 1. vrste, koja je zadana središtem S i periferijskom 
točkom A (sl. 27.). 


Rješenje: Označimo polaru točke S sa s. Centralna koli- 
neacija (S Is) preslikava apsolutu k u kružnicu k, i obrnuto. 
Pravcu p iz područja kružnice k, odredit ćemo pomoću centralne 
kolineacije (S +s) pridruženi pravac p’ u području apsolute; sje- 
cišta pravca p’ sa apsolutom k označimo sa E’ i F’, a tim točkama 
pridružene točke E i F na pravcu p određuju presjecišta pravca p 
i kružnice k,. 

Do točaka E i F doći ćemo najbrže na Slijedeći način: Odre- 
dimo pomoću centralne kolineacije (S +s) još jednu točku B na 
periferiji kružnice k,, tako da spojnica AB siječe pravac p u točki 


C. Spojnica SC siječe pravcu AB pridruženi pravac A’B’ u točki 
C’, koja je pridružena s točkom C. Označimo li pXs=.X, onda je 
p = XC'. Pravac p’ siječe apsolutu k u točkama E’ i F', a tražene 
točke E i F leže onda na spojnicama SE’ i SF’, t. j. E =SE'Xp. 
a= SEAD. 

Napomena. Na isti bi se način odredio presjek pravca p sa 
kružnicama 2. i 3. vrste. 

112. — Zadatak. Konstruiraj pol P pravca p s obzirom na 
kružnicu k’ 1. vrste u hiperboličnoj ravnini, koja je zadana sredi- 
štem S i periferijskom točkom A. 

Rješenje: Pravcu p iz područja kružnice k' odredit ćemo 
pomoću centralne kolineacije (S +s), koja preslikava zadanu kru- 
žnicu u apsolutu i obrnuto, pridruženi pravac p’ u području apso- 
lute (isporedi točku 111.). Zatim ćemo pravcu p’ odrediti pol P’ s 
obzirom na apsolutu. Točka P, koja je u centralnoj kolineaciji 
(S +s) pridružena točki P’, je traženi pol P pravca p. 

113. — Zadatak. Konstruiraj točki P polaru p s obzirom 
na kružnicu k’ u hiperboličnoj ravnini, koja je zadana središtem S 
i periferijskom točkom A. 
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Rješenje: Točki P odredit ćemo pomoću (S -- s) pridruženu 
točku P’ u području apsolute. Zatim ćemo točki P' odrediti polaru 
p’ s obzirom na apsolutu. Pridruženi pravac p u (S +s) je tražena 
polara (to je dualno rješenje zad. 112.). 


B) Konstrukcija zajedničkih točaka dviju kružnica 


Kružnice u hiperboličnoj ravnini su elipse, zato se one mogu 
sjeći u dvije ili četiri realne točke. 


Zajedničke točke dviju kružnica 2. vrste 


114. — Konstruirat ćemo najprije zajedničke točke dviju kru- 
žnica 2. vrste, kojima se osi sijeku u pravoj točki. 

Neka je kružnica k, određena osi m== M,;M, i točkom A, a 
kružnica k,’ sa osi n== N,N, i točkom B. Označimo neprava sre- 
dišta tih kružnica sa M i N, a presjek njihovih osi sa E—=mXn 
(sl. 28.) 


SI. 28 


Točka E i pravac e = MN su pol i polara apsolute k. Kružnice 
k, 1 k,’. nastaju preslikavanjem iz apsolute k pomoću centralnih 
kolineacija (M+ m) i (N >> n). Budući da centri M i N tih koli- 
neacija leže na pravcu e, točka E i pravac e su zajednički pol i 
polara kružnica k, i k,'. Na pravcu e nalazi se elip. involucija pa- 
rova konjugiranih polova kružnice k, i elip. involucija parova 
konjugiranih polova kružnica k,’. Zajednički par točaka tih ko- 
lokalnih elip. involucija određuje zajednički par konjugiranih polova 
F iG kružnica k, i k,’ na pravcu e. Budući da dvije kolokalne 
eliptične involucije imaju uvijek jedan zajednički realan par pri- 
druženih točaka, točke su F i G realne. Zato je trokut EFG zajed- 
nički polarni trokut kružnica k, i k,’. 

Da bismo što prije došli do zajedničkih točaka kružnica k, i k,’, 
odredit ćemo zajedničke sekante tih kružnica, koje prolaze točkom 
E. U tu svrhu provest ćemo ovo kratko razmatranje: Neka je p 
PO volji pravac koji prolazi točkom E. Polare točaka tog pravca s 
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obzirom na kružnice k, i k,’ određuju dva pramena polara sa 
vrhovima u točkama Pi P’ na pravcu e. Točke P i P' su polovi 
pravca p obzirom na kružnice k, i k,'. Prameni P i P’ projektivni 
su sa nizom točaka na pravcu p. Pravac e=>PP' je u tim pra- 
menima pridružen sam sebi, jer je to dvostruka polara kružnica 
k, i k,’. Zato su prameni P i P’ u perspektivnom položaju, prema 
tome sjecišta pridruženih polara leže na osi perspektivnosti p', a 
ta su sjecišta konjugirani polovi odgovarajućih točaka pravca p 
s obzirom na kružnicu k, i kružnicu k,'. Budući da je točka eXp 
konjugirana sa točkom E, pravac p' prolazi točkom E. Promatramo 
li pramen pravaca sa vrhom u točki E, dobit ćemo kolokalni pra- 
men pravaca p’. Ti su kolokalni prameni u involuciji, jer su pravci 
p ip’ uzajamno pridruženi. Budući da su točke F i G konjugirani 
polovi kružnica k, i k,’, stranice EF i EG polarnog trokuta EFG 
čine jedan par te involucije. Dvostruke zrake te involucije bit će 
zajedničke sekante kružnica k, i k,’ jer su zajedničke sekante 
pravci, koji su konjugirani sami sebi. Iz toga slijedi ovaj pomoćni 
stavak: Parovi konjugiranih pravaca p i p', koji se sijeku u točki 
E određuju involuciju, stranice EF i EG polarnog trokuta EFG čine 
iedan par pridruženih pravaca te involucije, a dvostruki pravci 
te involucije su zajedničke sekante s, i s, kružnica k, i k,’. 

Primjenimo li taj stavak na naš promatrani slučaj, parovi 
konjugiranih pravaca kroz točku E određuju -hiperboličnu involu- 
ciju, jer su sekante, koje prolaze kroz točku E realne. Da bismo 
došli što brže do jednog para konjugiranih pravaca p i p’ kroz 
točku E, uzet ćemo pravac p=m i točku M, na njemu. Ako se 
polare točke M, s obzirom _na kružnice k, i k,’ sijeku u točki X, 
onda je p’— EX. Konstruiramo li sada dvostruke pravce hiperbo- 
lične involucije, koja je određena parovima pravaca p i p', zatim 
EF =g i EG =f, dobit ćemo zajedničke sekante s, i s, kružnica 
k, ik,’ koje prolaze točkom E. Na sekantama s, i s, leže tražene 
četiri zajedničke točke A,, B,, C,, D, kružnica k, i k,', koje mo- 
žemo konstruirati prema točki 111. 

115. — Promatramo opet presjek dviju kružnica k, i k,’ 2. 
vrste, kojima su osi paralelne. Zadržavamo isto obilježavanje kao u 
točki 114., jedino uzimamo da je M, = N,. U tome slučaju u besko- 
načnoj točki M, imaju kružnice k, ik,’ dvije zajedničke točke i 
zajedničku tangentu t. Prema tome one mogu imati još najviše 
dvije realne zajedničke točke. Promatrajmo pramen pravaca P sa 
vrhom u točki M,. Svakom pravcu p iz tog pramena odgovaraju po 
dva pola P i P’ na pravcu t s obzirom na kružnice k, i k,’, zato 
pramenu pravaca (p) odgovaraju dva kolokalna projektivna niza 
točaka (P) i (P’) na pravcu t. Točka M, je zajednička točka tih 
nižova. Odredimo li drugu njihovu zajedničku točku E, tada točki 
E s obzirom na kružnice k, i k,’ pripada ista polara e, +t. j. točka 
E i pravac e su zajednički pol i polara kružnica k, i k,’. Na zajed- 
ničkoj polari e kružnica k, i k,’ određuju dvije kolokalne invo- 
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lucije parova konjugiranih polova, kojima je zajednički par točaka 
E iF pao u točku M,. Zato je u ovome slučaju polarni trokut 
EFG degenerirao u dužinu EM,, u dvostruki pravac hiperbolične 
involucije parova konjugiranih pravaca koji se sjeku u točki E, 
dakle u jednu zajedničku sekantu s, kružnica k, i k,’. Odredimo 
jedan par konjugiranih pravaca p i p', koji se sijeku u točki E. 
Odredimo li onda pravac s, prema zahtjevu (pp s,s) ==—i, 
tada pravac s, predstavlja drugu sekantu kružnica k, i k,’. Ako 
je pravac s, pravi pravac, kružnice k, ik,’ sijeku se u dvije realne 
točke, koje leže na tom pravcu, mogu se dakle konstruirati prema 
točki 111. 

' 116. — Ako se osi m i n kružnica k, i k,’ 2. vrste sijeku u 
nepravoj točki E, tada točki E s obzirom na kružnice k, i k,’ 2. 
vrste pripada jedna te ista polara, pravac e==MN. Ozna- 
čimo presjecišta kružnice k, i pravca e sa C i D, a presjecišta 
kružnice k,’ i pravca e sa C’ i D’. Sada mogu nastupiti tri slučaja: 
Parovi točaka C, Di C’, D' mogu se rastavljati, mogu biti jedan 
unutar drugog ili jedan izvan drugog. Zajednički konjugirani po- 
lovi F i G kružnica k, i k,’ na pravcu e bit će u prvom slučaju 
imaginarni, a u druga dva slučaja realni. Prema tome polarni trokut 
EFG u prvom slučaju degenerira u točku E i pravac e, a u ostalim 
slučajevima bit će realan. No u svakom slučaju konjugirani pravci 
p ip’ koji se sjeku u točki E, određuju hiperboličnu involuciju. 
Ako su stranice EF i EG konjugirano imaginarne, moraju dvo- 
struki pravci involucije parova konjugiranih pravaca p i p biti 
realni, jer dva para elemenata, koji se harmonično dijele, ili su 
oba realna ili jedan realan, a drugi imaginaran, no nikako ne 
mogu biti oba imaginarna. 

Postupajući dalje kao u točki 114. možemo odrediti zajedničke 
sekante s, i s, kružnica k, i k,’ koje prolaze točkom E, na kojima 
onda leže zajedničke realne točke kružnica k, i k,’, ukoliko se te 
kružnice sijeku: u realnim točkama. 


Zajedničke točke dviju kružnica 1. vrste 


117. — Neka je kružnica k, zadana središtem S, i točkom A 
na njenoj periferiji, a kružnica k,’ središtem S, i točkom A, na 
njenoj periferiji. Označimo sa s, i s, polare točaka S, i S,. Iz kon- 
strukcije tih kružnica slijedi, da je točka E —=s,Xs, i pravac 
e =—=S,S, zajednički pol i polara kružnica k, i k,’. Zato se ovaj 
slučaj rješava na isti način kao slučaj u točki 116. 


Zajedničke točke dviju kružnica 3. vrste 


118. — Neka je kružnica k, zadana beskonačnom točkom S i 
periferijskom točkom A, a kružnica k,' beskonačnom točkom S" 
i periferijskom točkom B. Označimo tangente apsolute u točkama 
DIS" gsagskiksk 
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a) Neka je S=# S". Iz konstrukcije kružnica 3. vrste slijedi, 
da su točke E =sXs i pravac e=—SS’ zajednički pol i polara 
kružnica k, i k,’. To je dakle opet slučaj analogan sa slučajem 
tretiranim u točki 116. 

b) Ako je S = S", kružnice k, i k,’ imaju u beskonačnoj točki 
S 4 zajedničke točke, dakle nemaju više zajedničkih točaka. 


Zajedničke točke dviju kružnica 1. i 2. vrste 


119. — Neka je kružnica k, 1. vrste zadana središtem S, i 
periferijskom točkom A,, a kružnica k, 2. vrste sa osi m i peri- 
ferijskom točkom B. Označimo sa s, polaru točke S,, a sa M pol 
pravca m. Iz konstrukcije tih kružnica slijedi, da su točka E = 
=s,Xm i pravac e=>S,M zajednički pol i polara kružnica k, 
i k,. Prema tome to je opet isti slučaj kao onaj, koji je riješen 
u točki 116. 


Zajedničke točke dviju kružnica 1. i 3. vrste 


120. — Rješava se na isti način kao slučaj u točki 116., odno- 
sno u točki 117. 


Zajedničke točke dviju kružnica 2. i 3. vrste 


121. — Neka je kružnica k, 2. vrste zadana sa osi m= M,M, 
i periferijskom točkom A, a kružnica k, 3. vrste beskonačnom 
točkom S i periferijskom točkom B. Označimo pol osi m sa M, a 
polaru točke S sa s. 

a) Neka je beskonačna točka S izvan osi m. Iz konstrukcije 
tih kružnica slijedi, da je točka E ==m»Xs i pravac e = SM zajed- 
nički pol i polara kružnica k, i k,, dakle slučaj kao u točki 116. 

b) Ako je S = M,, iz konstrukcije tih kružnica slijedi, da je 
točka E = M i pravac e = m zajednički pol i polara tih kružnica, 
prema tome imamo opet slučaj analogan s onim u točki 116. 


Zajedničke tangente dviju kružnica 


122. -— Konstrukcija, kojom određujemo zajedničke tangente 
dviju kružnica u hiperboličnoj ravnini, dualna je sa konstrukcijom 
kojom određujemo zajedničke točke tih kružnica. 

123. — Ilustracije radi odredit ćemo zajedničke tangente dviju 
kružnica k, ik,’ 2. vrste, kojima se osi sijeku u pravoj točki. 

Prema tome treba da izvedemo dualnu konstrukciju sa onom 
u točki 114., pri tome zadržavamo isto obilježavanje. 

Konstruirat ćemo kao i tamo najprije vrhove zajedničkog po- 
larnog trokuta EFG kružnica k, i k,’ (sl. 29.). Pomoćni stavak, koji 
smo upotrebili za konstrukciju zajedničkih sekanata s, i s,, koje 
- su se sjekle u točki E, u zajedničkom polu kružnica k, i k,’, glasi 
dualno ovako: 
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Na stranici e polarnog trokuta EFG, koja predstavlja zajed- 
ničku polaru kružnica k, i k,’, određuju svi parovi konjugiranih 
točaka Q i Q tih kružnica involuciju točaka. Točke E i F su 
također jedan par pridruženih točaka te involucije. Dvostrukim 
točkama S, i S, te involucije prolaze zajedničke konjugirane po- 
lare kružnica k, i k,’ koje su pale zajedno, dakle zajedničke njihove 
tangente. : 

Da dođemo što brže do dvostrukih točaka S, i S,, odredit ćemo 
par konjugiranih polara q i q’, ali tako, da uzmemo q= MM., 
tada q’ prolazi točkom M,. Odredimo li pol X pravca q s obzirom 
na kružnicu k,’, onda je q’ = M,X. Točke Q=qXe=M i Q’= 
=q X e su jedan par, a točke E i F su drugi par involucije, koja 
određuje dvostruke točke S, i S,, koje možemo konstruirati. 


Sl. 29 


Označimo li sa o, polaru točke S,, sa 0, polaru točke S, 
s obzirom na kružnicu k,, a presjeke polara o, odnosno 0. sa kru- 
žnicom k, oznatimo sa C i D odnosno sa C’ i D', onda su pravci 
S,C, S4D, S.C’ i S,D’ su tražene zajedničke tangente kružnica 
kini 


Konstrukcija trokuta iz zadanih elemenata 


124. — Ako je u hiperboličnoj ravnini zadan trokut sa tri 
elementa na temelju 1., 2. ili 4. poučka sukladnosti, t. j. ako je 
trokut zadan jednom stranicom i sa dva priležeća kuta ,ili sa dvije 
stranice i kutom među njima, ili sa tri stranice, onda je konstruk- 
cija tog trokuta analogna konstrukciji euklidskog trokuta, koji je 
zadan istim elementima. ' 

Ako je trokut zadan na temelju 3. ili 5. poučka sukladnosti, 
t. j. s jednom stranicom, jednim priležećim i suprotnim kutom, ili 
sa tri kuta, pripadnim konstrukcijama nema analognih u euklidskoj 
geometriji. Zato ćemo sada prikazati konstrukcije trokuta, koji su 
zadani na temelju 3. ili 5. poučka sukladnosti. 

Napomena. Kad kažemo, da smo odmjerili, ili prenijeli, ili 
odredili zadanu dužinu odnosno zadani kut, to znači da smo tu 
dužinu odnosno kut pomakli pomoću jednog ili više osnovnih po- - 
maka u željeni položaj. 
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Konstrukcije trokuta u vezi s 3. poučkom sukladnosti 


125. — Zadatak. Konstruiraj trokut ABC (abe/ u»), koji 
je zadan stranicom AB =c i kutovima SA =/, <C =» (sl. 30.). 

Rješenje: Odredimo na pravcu u =U,U,, stranicu AB = c, 
a u vrhu A priležeći kut 4==U, A V,; drugi krak kuta A je pravac 
V == V,V., pol tog pravca označimo sa V. Svi pravci, koji zatvaraju 
s pravcem v kut v, anvelopiraju nepravu kružnicu k, 2. vrste s 
osi v i nepravim središtem u točki V (vidi zadatak 87.). 

Bilo koji pravac s== S,S,, koji zatvara sa pravcem v kut », 
tangenta je neprave kružnice k,. Označimo li pol pravca s sa S, 
onda je točka D=VSXs diralište tangente s s kružnicom k,, a 


spojnica VS njen radijvektor u točki D. Povučemo li po volji još 
jedan radijvektor a, dakle po volji nepravi pravac a kroz točku 
V, onda možemo pomoću osnovnih pomaka (Pp) i (P'p') odrediti 
s točkom D korespondentne točke D, i D, na pravcu a (vidi točku 
MODE je DY == PD Xai D, =PDXar"Ozmačimo sa A’ a Xv, a 
onda točki A’ odredimo točku A prema uvjetu (V, V, A’ A) =—1; 
vidimo, da je točka A pol pravca a s obzirom na apsolutu i kružnicu 
k, u isti mah. Zato su spojnice AD, i AD, tangente kružnice k,. 
Budući da od kružnice k, poznamo sada pet tangenata: S,S,, VV,, 
VV,, AD,, AD,, možemo konstruirati tangente t i t' kružnice k,, 
koje prolaze točkom B. Jedna od tih tangenata, koja izlazi iz točke 
B, siječe krak AV, u točki C, u vrhu traženog trokuta ABC. 


126. — Zadatak. Konstruiraj pravokutan trokut ABC (abe/u), 
‘koji je zadan katetom BC=a i nasuprotnim kutom S<A=1 
(Sle31.): 
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Rješenje: Neka je kut /Z=R, AS, zadan sa dva pravca 
r—R,R, i s=S,S,, koji se sijeku u točki A. Pol pravca s 
označimo sa S. Odredimo li na kraku AR, točku B, koja je udaljena 
od pravca s za duljinu stranice a, onda nožište C okomice spuštene 
iz točke B na pravac s određuje s točkama A i B traženi pravokutni 
trokut ABC. 
Točku B možemo konstruirati, jer se ona nalazi na ekvidi- 
stanti k, pravca s u udaljenosti a. Presjek kraka AR, i ekvidistante 
k, konstruirat ćemo, kako je pokazano u točki 111. 

U tu svrhu konstruirat ćemo u točki A okomicu na pravac s 
i na nju odmjeriti počevši od točke A dužinu AN =a. Označimo 
presjek zrake AN i apsolute k sa N’. Pravcu S,N iz područja ekvi- 
distante pridružen je s obzirom na centralnu kolineaciju (S + s) 
pravac S,N’ u području apsolute. Zato je točki X =S,NXAR na 
pravcu S,N pridružena točka X’=S,N’XSX na pravcu S,N'. 


Sl. 31 


Pravcu AX pridružen pravac AX’, Označimo presjek pravca AX" 
s apsolutom sa B', onda spojnica B'S određuje na kracima AR i 
AS točke B i C, koje skupa s točkom A određuju traženi pravokutni 
trokut ABC. 

127. — Zadatak. Konstruiraj pravokutan trokut ABC (abciw),. 
koji je zadan hipotenuzom AB=—=c i TA—/J. 

Rješenje: Neka je kut i=R, AS, zadan s dva pravca 
r—R,R, i s=S,S,, koji se sijeku u točki A. Označimo sa S pol 
pravca s. Prenesimo na krak AR, počevši od točke A dužinu 
AB = <. Ako iz tako dobivene točke B spustimo okomicu na pravac 
s, a nožište te okomice obilježimo sa C, onda točke A, B i C odre- 
đuju traženi pravokutni trokut ABC. 


128. — Zadatak. Konstruiraj jednostruko-asimptotski 
trokut ABN, (Au), koji je zadan stranicom AB =c i priležećim 
kutom ZA =1. 

Rješenje: Neka je kut 1==-M,AN, zadan s dva pravca 
m=—M,M, i n=N,N,, koji se sijeku u točki A. Prenesemo li 
počevši od točke A dužinu AB na pravac m, pa tako dobivenu 
točku B spojimo s beskonačnom točkom N, kraka AN, kuta A, 
onda smo na taj način konstruirali traženi trokut ABN,. 
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Konstrukcije trokuta u vezi s 5. poučkom sukladnosti 


129. — Zadatak. Konstruiraj trokut ABC(abc2u»), koji 
je zadan kutovima SA = šB=u LC=—y, dAt+utrv<a. 


Rješenje: Neka je zadan kut v=P,C Q,. Svi pravci, koji 
čine s krakom CP, kut /, anvelopiraju nepravu kružnicu k, 2. vrste 
sa osi p=P,P,. Svi pravci, koji čine s krakom CQ, kut u, anve- 
lopiraju drugu nepravu kružnicu k,’ 2. vrste s osi q=9,0Q.. 
Prema tome zajednička tangenta tih kružnica k, i k,’, koja siječe 
krakove CP, i CQ, u točkama A i B, određuje traženi trokut ABC, 
ierješA=1i 5 B=u 

Odaberimo na kraku CP, po volji točku L, a na kraku CQ, po 
volji točku M. Odredimo zatim uz krak CP, u točki L priležeći 
kut P.LR, =A, a uz krak CQ, u točki M priležeći kut Q,MS, = u. 
Pravac LR, određuje jednoznačno nepravu kružnicu k,, a pravac 
MS, određuje jednoznačno nepravu kružnicu k,’. U točki 123. 
pokazali smo, kako se može konstruirati kružnicama k, i k,’ za- 
jedničke tangente. Ona od tih tangenata, koja siječe krakove CP, 
meQ) kutatP,CQ,j==wnu iako A i B, određuje na taj način 
traženi drokut: ABC. 


130. — Zadatak. Konstruiraj pravokutni trokut ABC (abcdy), 
koji je zadan kutovima SA =2, =B=u1+u< =" 

Rješenje kao u zadatku 129., samo treba uzeti u obzir da 
je ovdje v =>: 

131. — Zadatak. Konstruiraj jednostruko-asimptotski tro- 


kut ABN(c1 u), koji je zadan kutovima <A =1, 
fB=u,l1+u<a 


Rješenje: 
= a)Akoje2< + ges >: odredit ćemo dužine l= 4 (A) i m= 
= A (u); tada je oo O age 
b) Ako je AZ iza ">= , odredit ćemo dužine 1 A(A) i 
mi== A (op); idi je ets ard 


Odredivši tako stranicu AB, zadatak se svodi na poznati slučaj. 


Pramer kružnica 


U hiperboličnoj geometriji pramen kružnica ima slična svoj- 
stva sa pramenom kružnica u euklidskoj geometriji, razlika je samo 
u tome, što se ovdje pojavljuju u pramenu tri vrste kružnica, kru- 
Zmice i: 28 8. vrste! 
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Pramen kružnica s realnim i različitim bazičnim točkama 


132. — Sve kružnice hiperbolične ravnine, koje prolaze dvjema 
nim točkama A i B. 

Točke A iB, koje leže na pravcu p= P,P., određuju s obzirom 
na hiperboličnu metriku projektivne ravnine dvije usmjerene du- 


> > 
žine, dužinu AB i dužinu BA. Kružnice našeg pramena, koji ćemo: 
obilježiti sa (A,B), možemo podijeliti na dva dijela, na kružnice, 
koje imaju svoje pravo ili nepravo središte na simetrali s, dužine 
AB, i na kružnice koje imaju svoje nepravo središte na simetrali 
s, dužine BA. Kružnice sa središtima na simetrali s, izvučene su 
punom linijom, a kružnice sa središtima na simetrali s, izvučene 
su crtkano (sl. 32.). Među kružnicama iz prvog dijela imamo kru- 
žnica 1., 2. i 3. vrste, a u drugom dijelu samo kružnice 2. vrste. 


Svakoj kružnici iz pramena kružnica (A, B) može se pridružiti kru- 
žnica iz tog pramena, tako da pridružene kružnice leže simetrično 
s obzirom na os pramena, t. j. s obzirom na pravac p= AB. 


Pramen kružnica s realnom dvostrukom bazičnom točkom 


133. — Ako točke A i B na pravcu p padnu zajedno, kružnice 
sa središtem na okomici s, pravca p u točki A = B dodiruju pravac 
p u točki A, a kružnice sa središtem na polari s, bazične točke A 
degenerirale su u nullinije, u dvostruko uzete tetive apsolute k, 
koje čine pramen tetiva apsolute u točki A. I u ovome pramenu 
mogu se kružnice pridružiti u parove koji leže simetrično s obzirom 
na os p, t. j. prema zajedničkoj tangenti kružnica u pramenu. | 
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Pramen kružnica s konjugirano imaginarnim bazičnim točkama 


134. — Ispitat ćemo sada svojstva pramena kružnica, koje sve 
prolaze kroz dvije konjugirano imaginarne točke A i B. 

U taj pramen kružnica spadaju dvije kružnice 1. vrste, koje 
su se reducirale na točku (polumjer r == 0), a zovu se nulkružnice, 
označimo ih sa K, i K,’. Nulkruznice K, i K,” leže simetrično prema 
osi pramena, koja predstavlja os perspektivnosti eliptičnih involu- 
cija parova okomitih dijametara nulkružnica K, i K.” (par okomitih 
dijametara tih nulkružnica predstavlja par konjugiranih polara 
apsolute). 

Da to dokažemo, uzimamo u hiperboličnoj ravnini dvije po 
volji točke K, i K,’, a u točki K, eliptičku involuciju parova oko- 
mitih dijametara nulkružnice K,. Osnovni pomak (Pp) (p polara 
neprave točke P), koji prevodi točku K, u točku K,’, prevodi 
eliptičnu involuciju parova okomitih dijametara nulkruznice K, 
u eliptičnu involuciju parova okomitih dijametara nulkružnice K,'. 
Budući da osnovni pomak (Pp) predstavlja simetriju s obzirom na 
pravac p, elip. involucije parova okomitih dijametara leže sime- 
trično s obzirom na pravac p, a simetrično ležeći parovi okomitih 
dijametara sijeku se na pravcu p. 

Time smo dokazali, da nulkružnice K, i K,’ određuju na pravcu 
2 istu eliptičnu involuciju parova konjugiranih polova. Dvostruke 
imaginarne točke te eliptične involucije na pravcu p su imaginarne 
bazične točke A i B našeg pramena kružnica, koji ćemo od sada 
dalje obilježiti sa (K, + K,’). 

Iz svega toga slijedi, da je pramen kružnica (K, + K,’) jedno- 
značno određen, ako su nam poznate nulkružnica K, i K,’ tog 
pramena. 

135. Postavlja se pitanje, kako se mogu odrediti sve kružnice 
pramena (K, + K,’), kada su nam poznate nulkružnice K, i K,’? 
Da bismo na to pitanje mogli odgovoriti, izvodimo ovo kratko raz- 
matranje (sl. 33.): 

Odredimo najprije os pramena (K, + K,’), dakle simetralu p 
dužine zadanih točaka K, i K,'. Označimo sa D==K,K,’ Xp, a sa 
Be pol: praveald==K,Ky. Pravac d==K,D i pravac d'’=K,D’ 
cdređuju jedan par okomitih dijametara nulkružnice K,. Neka je 
d, po volji pravac kroz K,, a d,’ njegova okomica u točki K,, tada 
pravci d, i d,’ određuju drugi par okomitih dijametara nulkružnice 
K,. Parovi d, d’ i d,, dy određuju jednoznačno eliptičnu involuciju 
parova okomitih dijametara nulkruznice K,. Zato parovi točaka 
D=dXp, D=dXpiQ=d,Xp, d=diXp određuju jedno- 
značno eliptičnu involuciju parova konjugiranih polova nuikružnica 
K, i K,’ na pravcu p, s kojom su određene imaginarne bazične 
točke pramena kružnica (K, +- K,') u vidu dvostrukih imaginarnih 
točaka te involucije. 
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Opišimo oko središta Q kružnicu q, koja prolazi točkama K, 
i K,’ (ta će kružnica biti 1., 2. ili 3. vrste prema tome da li je 
točka Q prava, neprava ili beskonačna točka). Kroz točku Q' povu- 
cimo po volji sekantu s kružnice q, točke presjeka označimo sa E 
i F. Iz dd’ slijedi, da je QK, | K,Q’ i da su spojnice Q'K, i 
Q’K,’ tangente spuštene iz točke Q' na kružnicu q. Zato je pravac 
d= K,K, polara točke Q' s obzirom na kružnicu q. Iz toga dalje 
slijedi, da se tangente kružnice q u točkama E i F sijeku na pravcu 
d—K,K,’, označimo to sjecište sa S. Kružnica k,, koja je opisana 
oko središta S i koja prolazi točkama E i F (to može biti kružnica 
1., 2. ili 3. vrste), siječe kružnicu q pod pravim kutom. 

Tvrdimo, da tako određena kružnica k, pripada pramenu 
(K, + K,’) t. j. da su parovi točaka D i D’, zatim Q i Q’ dva para. 
konjugiranih polova te kruznice. Iz konstrukcije tih parova tocaka 
i kružnice k, možemo odmah zaključiti, da je gornja tvrdnja 
ispravna. 


Na taj smo način u stanju da odredimo sve kružnice pramena 
(K, + K,’), jer svakoj sekanti s kroz točku Q' odgovaraju po dvije 
kružnice pramena k, i k,’, koje leže simetrično prema osi p. 

136. — Središta svih kružnica 1., 2. i 3. vrste pramena 
(K, + K,’) leže na pravcu d= K,K,’ izvan dužine K,K,’. Drugi dio 
pramena, kružnice sa središtem na polari točke D, nisu realne. One 
su u pramenu kružnica sa realnim bazičnim točkama bile realne, 
u pramenu kružnica s dvostrukom bazičnom točkom degenerirale 
su u nullinije, a sada — u slučaju imaginarnih bazičnih točaka — 
su imaginarne. 

137. — Iz određenja i konstrukcije pramena kružnica (K,+-K,') 
slijedi, da su dužine tangenata točke Q s obzirom na sve kružnice 
tog pramena među sobom jednake. No točka je Q bila po volji 
uzeta na pravcu p (sl. 33.), zato ovo svojstvo imaju sve točke 
pravca p. 
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Iz te konstrukcije dalje slijedi, da su kružnice pramena 
(K,, Ky) sa bazičnim točkama K, i K,’ ortogonalne trajektorije 
pramena kružnica (K, + K,’), a da su dužine tangenata točke S 
s obzirom na sve kružnice pramena (K,, K,’) među sobom jednake. 
No točka S pridružena je točki Q, pa bismo mogli na isti način 
pokazati, da to vrijedi za sve točke pravca d= K, K,’. 

Budući da je pravac p zajednička sekanta kružnica iz pramena 
(Ki, + K,), a pravac d zajednička sekanta kružnica iz pramena 
(K, K,’), slijedi: 

Svaka točka na zajedničkoj sekanti dviju kružnica (bez obzira 
na to, da li sekanta siječe te kružnice u realnim ili imaginarnim 
točkama) ima s obzirom na te kružnice jednake dužine tangenata 
wit jednaku potenciju; zato se zajednička. sekanta dviju kružnica 
zove potencijala tih kružnica. 

138. — Sada smo napokon u stanju da riješimo ovaj zadatak: 

Zadane su dvije kružnice ki q u hiperboličnoj ravnini, koje 
nemaju zajedničkih točaka. Konstruiraj os i nulkružnice pramena 
kružnica (K, + K,'), komu pripadaju zadane kružnice k i q. 

Rješenje: Zajednička prava sekanta p kružnica k i q pred- 
stavlja os tog pramena, a možemo je konstruirati prema postupku, 
koji smo upotrebili, kad smo određivali zajedničke točke dviju 
kružnica. Odaberemo li na tako konstruiranoj sekanti p po volji 
točku Q, pa odredimo polaru s točke Q s obzirom na kružnicu k, a 
točke presjeka polare s i kružnice k označimo sa E i F, onda kru- 
mica q sa središtem u točki Q, koja prolazi točkama E i F, siječe 
pravac S,S, u točkama K,K,’, u nulkružnicama pramena (K,--K,'). 
Točke S, i S, su pravo ili nepravo središte kružnica k i q. Odredivši 
tako nulkružnice K, i K,’ odredili smo traženi pramen (K,+-K,'), 
jer smo time omogućili njegovo popunjavanje. 
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ETUDE SUR DES CONSTRUCTIONS FONDA- 
MENTALES PLANIMETRIQUES DE LA GEOMETRIE 
DE LOBATCHEVSKY, PAR DES METHODES 
SYNTHETIQUES DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE 


Par Lav Rajčić, Zagreb 


Résumé 


Dans ce travail on donne un court apercu des constructions 
fondamentales planimetriques de la géométrique de L. dans un 
plan projectif, tout en se basant sur les propriétés connues de la 
polarite des coniques, 

Dans les N°S 1—6 on traite quelques thćorčmes connus de la 
géométrie projective, dont on se servira souvent dans les N% 
suivants. 

Le point de départ est le systeme polaire absolue dans un plan 
projectif, qui est donné par une conique réélle nondégénérée -— 
Vabsolue k (Ne 7). 

Chaque pole P et la polaire correspondante p peuvent étre 
considérés, par rapport a l’absolue k, comme le centre et l’axe de 
la collinéation centrale involutoire (homologie). La follinéation 
centrale involutoire ainsi définie, avec le pole P et la polaive p, sera 
désignée par (Pp) (Ne 8). 

Chaque collinéation involutoire centrale (Pp) definit dans-le 
plan projectif une certaine modification des figures géométriques; 
cette modification sera définie comme un déplacement fondamen- 
tal dans le plan projectif. Le systeme polaire absolu détermine dans 
le plan projectif co? des deplacements fondamentaux (Pp). 

Le déplacement dans le plan projectif produit par deux ou 
plusieurs déplacements successifs sera appelé déplacement général 
et nommé O =» (Pp). Le déplacement général représente une col- 
linéation projective. 

Les déplacements genéraux O = X (Pp) détérminent le groupe 
des déplacements projectifs; le déplacement O = (Pp) + (Pp) re- 
presente l’identité de ce groupe (Ne 15). 

Pour plus de facilité dans l’expression les symboles suivants 
ont été introduits pour la droite: Si la droite a coupe l'absolue 
dans les points N, et N., nous écrivons: a= N,N,. Si la droite a 


— > 

est orientée, nous dirons, que la longueur orientée N,N, détermine 
ad 

Vorientation de la droite a, et nous écrivons: a—WN,N,,. 
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Dans les N*% 10, 11, 12, 13 et 14 on donne les constructions’ 
suivantes: 


1° Construire une droite orientće a' = N/'N,' provenant de 


la droite orientée a= N,N., par le déplacement donné (Pp) (fig 1). 
2° Déterminer deux déplacements fondamentaux mike, dépla- 
cent le point T en T’ (figure 2). 
39 Déterminer le déplacement fondamental (Pp) qui déplace 


la droite orientée a= N,N, sur la droite orientée a’ —=N,’N,’. 

5° Etant donnée la droite a—M,M, et le point T, sur elle, 
de meme que la droite b= N,N, avec le point T,, mais de sorte 
que les points T, et T, se trouvent a l’intérieur de l’absolue; dé- 
montrer qu'il ect, possible de déplacer, par deux déplacements fon- 
damentaux, la droite orientée a sur la droite orientée b, de facon 
que le point T, tombe sur le point T,. 

On introduit ensuite dans le plan projectif la géométrie mé- 
trique (N°S 17—19), comme il suit: Afin de pouvoir déterminer dans 
le plan projectif le nombre de mesure pour les logueurs et les 
angles, on établit d’abord le critérium duquel il est possible de 
décider si deux figures géométriques de méme nature sont con- 
gruentes ou non. La congruence est definie de la facon suivante: 
Si la figure géométrique B ressort de la figure šeometrique A par 
nimporte quel deplacement appartenant au groupe O = + (Pp), 
alors les figures gćometriques A et B sont congruentes l’une par 
rapport a l'autre. 

Etant donné que le groupe des deplacements generaux 0 == 
= X (Pp) a son élément didentité il s’ensuit: Si les figures géo- 
métriques A et B sont congruentes avec la figure géométrique C, 
la figure géométrique A est congruente avec la figure géométri- 
que B. 

En conséquence de la congruence ainsi définie et a condition 
gue les nombres de mesures introduits satisfassent les conditions 
suivantes: a) Si les longueurs AB et CD sont égales, elles doivent 
avoir le meme nombre de mesure, b) Si nous choissons sur la droit 
orientée p trois points A, B et C, les nombres de mesure des lon- 


= = — 


gueurs orientées doivent correspondre a la relation AB+BC= = AC. 


On introduit dans les N* 20—29 le nombre de mesure de la 
longuer AB se trouvant sur la droite p==N,N, sous la forme 


AB dn (N,N, AB), u étant un paramčtre arbitraire. Du para- 


mčtre u indétérminé nous disposons de facon que nous puissions 
choisir une longueur queleconque comme unite de mesure. Si nous 
cherchons la longueur RS qui, pour u==1, représente l'unite de 
mesure, cette longueur RS est déterminée par la métrique acceptee, 
car (N, N, RS) = e. Cette unité de mesure s'appelle unité absolue - 
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de mesure (u ==1). Les nombres de mesure ainsi introduits cor- 
respondent aux conditions données. A coté de l’unité absolue, le 
nombre de mesure de la droite est zi (periode gri). 

D'aprčs la métrique ainsi définie les points du plan projectif 
se divisent en trois parties: 

1° Tous les points a l’intérieur de l’absolue sont appelés point 
propres. Les longueurs déterminées par les points propres ont un 
nombre de mesure réél (période zi). 

2° Les points a l’extérieur de l’absolue sont appelés points 
impropres. Si la droite, qui joigne deux points impropres, ne coupe: 
pas l’absolue, les longueurs ainsi déterminées ont un nombre de 
mesure imaginaire. Si un point est propre et l’autre impropre, le 
nombre de mesure de la longueur correspondante est complexe 
(période zi). 

3° Les points de Vabsolue sont appelés points a l'infini, car 
ils représentent pour la métrique prévue des points infiniment 
éloignés. 

Pour la méme raison nous distinguons deux groupes des 
droites: 

1° Toutes les droites avec deux points a linfini — droites 
propres. 

Toutes les droites avec un, ou aucun point a Vinfini — droites 
impropres. 

(Les droites impropres avec 1 point a Vinfini se comportent 
comme des droites isotropes du plan euclidien). 

Dans les N°S 30—34 a été introduit de facon duale le nombre 


de mesure de Vangle a = Zab sous la forme X ab =: In (non,ab) 


et nous aurons: 

15 Les droites qui se coupent dans un point propre, forment 
un angle a nombre de mesure réél (periode 27). 

2° Les droits qui se coupent sur un point de l’absolue, forment 
un angle a nombre de mesure 0, ce sont par conséquent selon la 
métrique acceptée des droites parallčles. 

3° Une droite propre et une droite impropre, de méme que 
deux droites impropres forment un angle 4 nombre de mesure 
complexe. 

4° Les droites perpendiculaires sont détermenées par une paire 
de polaires conjuguées de l’absolue et forment 4 angles droits avec 


T 
le nombre de mesure o 


La géométrie métrique dans le plan projectif, détérminé par 
la métrique ci-introduite, s’appelle géométrie hyperbolique. 

Nous n’allons pas étudier ici toutes les figures géométriques 
du plan projectif, mais uniquement celles dont les longueurs et les 
angles ont un nombre de mesure réél, c’est 4 dire seulement les. 
figures géométriques a l’intérieur de Vabsolue, (No 35). 
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Les relations entre les points, les droites et entre les points 
et les droites A Vintćrieur de Vabsolue (l'ensemble des points propres 
appartenant A une droite coupant Vabsolue en deux points distinets 
sera appele — »droite«) satisfont tous les groupes d'axiomes de 
Hilbert, A l'exception de Vaxiome des paralléles d’Euclid, qui doit 
čtre remplace par Paxiome des paralldles de Lobatchevsky (dont il 
est question au No 49), la géométrie hyperbolique a lintérieur de 
Pabsolue représente Vinterprčtation projective de la géométrie de L. 

_ Les considérations ici présentées n'ont pas un caractčre axio- 
matique, Notre but est, avant tout, d'obtenir les théorémes fonda- 
mentaux planimeétriques de la géométrie de La Paide des construc- 
tign de la géométrie synthétique, 

Dans les No 86 et 37 nous considérons les relations entre les 
points et les droites et le faisceau de 1 espéce, Dans les N°’ 38—41 
sont traitćes les propričtćs des droites perpenduculaires et le faisceau 
de 2° esptce, Dans le Nb 42 on expose les caractéristiques de la 
symétrale de la longueur, On résout ainsi les constructions sui- 
yantes: 

1% Construire une perpenduculaire commune A deux droites 
semiparalldles (figure 4), 

2° Construire par le point A une perpenduculaire A la droite p. 

® Construire la symétrale dune longueur (figure 5), 

Dans les No 43—44 il est question des symétrales d'angles 
opposés, de la symétrale d'un angle donné et de ses caractćristiques. 

Dans les No 45—49 il on parle des droites parallMes, des 
faisceaux de droites de la Se espdce et de la fonction de L. a= 
sam 12 (a). 

Dans les No 50-—54 sont données les constructions suivantes: 

1% Déplacer la longueur AB, qui se trouve sur la droite a = 
oa M,My, sur la droite b == N,N, a partir du point C de sorte que 
CD == AB, (figure 9), 

2 Construire le centre de la longueur AB (figure 5). 

8° Etant donnée la longueur AR, construire la longueur AB: 
m="2AR AD=3AR... 

4 Doubler langle donnć. 

Dans le N® 55 il est question de la symétrique centrale et des 
triangles centralement symetriques (figure 10), 

Dans les No 56—58 on mentionne la symétrie axiale et les 
figures axialement symetriques, En méme temps on obtient les 
propriétés caractéristiques des triangles isocčles et equilateraux par 
rapport aux angles et aux hauteurs (figure 11). 

Dans les No §9—60 on mémontre par une construction syn- 
thétique que la somme des angles d'un triangle et moindre de a, 
On le demontre d'abord pour un triangle rectangle (figure 12), en 
se basant sur le caractére de linvolution hyperbolique, c'est a dire: 
que ses paires de points associés ne se divisent pas, 
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Dans les N°S 62—63 sont présentées cinq régles sur la con- 
gruence des triangles. 

Dans les N°S 64—67 sont présentées les constructions des points 
correspondants selon la definition: Si la droite a d’un faisceau 
donné (de 1re, 2° ou 3° espéce) est déplacée a Paide du déplacement 
fondamental (Pp) sur la droite a’ du méme faisceau, alors nous 
appellerons correpondants les points associes sur les droites a et 
a (figure 13, 14 et 15). 

A Vaide de ces constructions il est possible de construire des 
cercles. Dans les N°’ 68—83 on analyses leurs propriétés caracte- 
ristiques en se basant sur la definition: Le lieu geometrique des 
points des droites du faisceau (de 1re, 2° ou 3° espčce), qui corre- 
spondent avec un point donnée, s'appelle cercle (de 1re, 2© ou 3° 
espéce). Les cercles sont étudiés a l’aide de leurs constructions 
(figure 16, 18, 19 et 20). II s’ensuit que la collinéation centrale, qui 
a son centre au centre du cercle et son axe dans la polaire de ce 
centre par rapport a l’absolue, déplace l’absolue dans le cercle. 
donné. Par conséquent, au sens projectif, l'image des cercles sont 
des coniques qui touchent l’absolue en deux points a savoir: 


1° Le cercle de 1r€ espéce en deux points imaginaires. 

2° Le cercle de 2¢ espéce en deux points reels différents. 

3° le cercle de 3¢ espéce en deux points rééls qui coincident. 

Les cercles de 2¢ espéce ont leurs centres dans un point impro- 
pre, les cercles de 3* espéce dans un point a Vinfini. Si les points 
du cercle se trouvent a l’intérieur de Vabsolue, le cercle s’appelle 
propre. Si tous les points du cercle sont a l’extérieur de l'absolue, 
le cercle s’appelle impropre. On demontre enfin, que tous les cercles 
de 3e espčce sont congruents Pun par rapport a l’autre. Les cercles 
concentriques autour d’un centre donné détérminent, du point de 
vue projectif, un faisceau de coniques, parmi lesquelles figure aussi 
labsolue. 

Dans les N°S 84—85 nous considérons le cas ou l’absolue, 
d’abord sous la forme d’ellipse, grandit et en passant la forme 
parabolique et hyperbolique, dégénére en une droite double. En 
méme temps par ce fait la métrique hyperbolique se transforme 
en metrique euclidienne. 

Dans les N°’ 86—87 nous considerons la rotation de 1re, 2° et 
3* espéce et resolvons ce probleme: Construire le lieu géométrique 
des droites qui forment avec une droite donnée un angle constant 
donné. (Ces droites envelopent un cercle impropre de 2° espéce, 
figure 21). : : 

Dans les N°s 88—89 on traite les cercles circonscrits 4 un trian- 
gle donne et on démontre les théorémes suivants: 

1° La symétrale du coté d’un triangle est perpenduculaire a 
la médiane opposée (figure 22). 
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2° Par les points de chaque triangle passent 4 cercles, lun 
est de la 1re ou 3¢ espčce, les trois autres sont de la 2* espčce. Le 
centre du cercle de 1re ou 3% espčce qui est circonscrit au triangle, 
est le point d’intersection des symétrales de cotés du triangle. Les 
centres des autres trois cercles de 2e espéce sont les poles des mé- 
dianes du triangle donné par rapport 4 l'absolue. 

Dans le N® 91 on démontre que les symétrales des angles oppo- 
sés de cotés du triangle donné se coupent en 4 points et que ce sont 
les centres des cercles de 1re, 2© ou 3* espéce inscrits dans le 
triangle donne. 

Dans les N°s 92—93 on demontre, que les hauteurs d'un trian- 
gle appartiennent a un faisceau de droites de 1re, 2& ou 3° espčce, 
et que les points pédaux des hauteurs sont des points propres. 


Ensuite on étudie dans les N°S 94—95 par construction l’egalité 
du triangle par rapport a la surface, resp. le défaut (figure 23). 


Dans les N* 96—97 les triangles asymptotiques sont étudiés. 
On démontre d’abord que les triangles triplement .asymptotique 
sont congruents entre eux et qu’ils possédent une surface definie. 
A cet effet on considčre le triangle simplement asymptotique ABN, 
qui se transforme par la méthode de 1]’exhaustion selon Liebmann 
au quadrilatčre AA’A,’A, (figure 24). 

Dans les N°S 103—110 on traite le triangle rectangle, de méme 
que son quadrilatére associé et on considére léurs caractére déter- 
minatif mutuel. On construit le quadrilattre ADEF associé au trian- 
gle rectangle ABC, (figure 25 et 26), et ensuite, 4 l’aide de series 
de points et de faisceaux de droites projectifs, on détermine les 
cotes du quadrilatére a l’aide des éléments du triangle rectangle 
donnć. A la fin on mentionne la rčgle d'Engel sur la chain de 
triangles rectangles, qui appartiennent au triangle ABC donné. 

' Dans les N°s 111—123 les constructions suivants sont résolues: 
1° Construire les points d’intersection d’une droite et d’un 
cercle, dont le centre et un point de la circonference sont connus 
(figure 27). 
j 2° Construire le pole d’une droite par rapport a un cercle 
donné. 

3° Construire les points communs de deux cercles (figure 28). 
Ce probléme consiste en la construction des points communs de 
deux coniques qui touchent l'absolue en deux points. 

4° Probleme dual: Construire les tangentes communes a deux 
cercles (figure 29). 

Dans les N°S 124—131 sont donnés les constructions du triangle 
en partant de ses éléments donnés 4 l’aide des cing régles de con- 
gruence des triangles. Si le triangle ABC est donné selon la 3° 
regle, c'est A dire par le coté AB—c et les angles (AA, 
<I C=y, ce triangle est costruit comme il suit (figure 30): Toutes 
les droites qui ferment l'angle » avec la coté AC, enveloppent un 
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cercle impropre de 2e espéce. La tangente tirée du point B sur 
ce cercle, coupe le coté b dans le point C. Si le triangle ABC est 
donné par. la 5¢ regle, par les angles SA=1/<+B=u, SC=», 
ce triangle est construit comme il suit: On dessine langle < A = 
—j)1—<be. Toutes les droites qui ferment avec la droite c l’angle 
u enveloppent le cercle k, impropre de 2° espéce; et toutes les 
droites qui ferment avec la droite b langle »y, enveloppent un 
cercle impropre k,' de 2* espčce. Les tangentes communes des cer- 
cles k, et k,’ déterminent deux triangles centralement symétriques 
congruents aux angles /, u et ». 

Finalement, les N°S 137—138 est étudié le faisceau de cercles 
a deux points fondamentaux rééls A et B; a deux points fonda- 
mentaux rééls coincidants A = B; et enfin 4 deux points fondamen- 
taux imaginaires. 

Dans le faisceau 4 deux points fondamentaux rééls les cercles 
peuvent ćtre divisés en deux parties: Les cercles avec leurs centres 


- = 

sur la symétrale s, de la longueur AB, et les cercles de 2° espčce 
——> 

avec leurs centres sur la symetrale s, de la longueur BA (figure 32). 

Dans le cas A=B, les cercles dont les centres sont sur la 
polaire s, du seul point fondamental A, dégénerent en droites, c'est 
a dire en ligne-zéro. 

Aprés cela on étudie encore le faisceau avec des points fonda- 
mentaux imaginaires (figure 33) et on arrive a ce theorčme: Chaque 
point sur la sécante commune de deux cercles (la secante coupe 
les cercles dans des points rééls ou imaginaires) a par rapport a 
ces cercles la méme longueur des tangentes ou la méme puissance. 

On réponde ensuite a la question, comment construire un cer- 
cle qui passe par un point donné et qui appartient au faisceau 
déterminé par deux de ses cercles (les points d’intersections des 
ces cercles pouvant étre rééls ou imaginaires). 
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O NEKIM MATEMATIČKIM OZNAKAMA U NASTAVI 
Dr. Vladimir Vranić, Zagreb 


U nastavi matematike potrebno je, da se kod pojedinih oznaka 
držimo izvjesnih principa i jednoznačnosti. To je danas prilično usvojeno 
u matematičkoj i tehničkoj literaturi, pa bi trebalo o tome voditi i kod 
nas računa. Ne bih želio ovo pitanje općenito obraditi, već bih skrenuo 
pažnju na neke oznake, koje se upotrebljavaju u financijskoj i aktuar- 
skoj matematici i u računu vjerojatnosti. Kod nas u tom pogledu ne 
postoji jedinstvenost, pa različiti autori u svojim udžbenicima upotre- 
bljavaju različite oznake, što mora nužno voditi do konfuzije. Pokazat 
ću to na nekim primjerima: : 

U Logaritamskim tablicama, koje je priredio god. 1948. Uređivački 
odbor: Rajčić, Jirasek i Pavlović, sadržana je na str. 168 tablica kamatnih 
faktora, koji se bilježe sa »q«. Te iste kamatne faktore označava Vese- 
linović u svojoj Financijskoj matematici, koja je izašla god. 1948. sa »v«, 
dok sam ja u svojim »Osnovama financijske i aktuarske matematike« 
upotrebljavao za to »r«. Ne želim time da kažem, da je oznaka »r« naj- 
bolja, ali smatram, da za označivanje kamatnog faktora ne dolazi u obzir 
niti slovo »q« niti slovo »v«, budući da se sa slovom »q«, kao što ćemo 
još vidjeti, označuje protivna vjerojatnost, dok bi slovo »v« trebalo 
rezervirati za diskontni faktor. Ako prema tome Veselinović u svojoj 
knjizi označuje kamatni faktor sa »v«, a ja u svojoj knjizi s tim istim 
slovom označujem diskontni faktor, onda to bezuvjetno mora dovesti 
do konfuzije, pa odavde izlazi potreba, da se u tom pogledu što prije 
dođe do jedinstvenosti. Primjećujem, da engleska i američka literatura 


kamatni faktor označuje s »1+i«, a diskontni faktor sa in ali i sa 
»v«. U aktuarskoj matematici diskontni faktor označuju samo s »v«. 
Oznaka »1+i« međutim kod nas nije prodrla. Predlažem prema tome, 
da se usvoji, da oznaka za kamatni faktor bude »r=1+p/100, gdje »p« 
znači postotak. 

U vezi s tom oznakom pitanje je i oznaka u računu vjerojatnosti. 

lako smo s »p« označili postotak, predlažem, da se s tim istim slovom 
označuje i vjerojatnost, budući da je to danas internacionalno uobiča- 
jeno. To primjećujem zbog toga, jer nalazim u raznim našim udžbeni- 
cima u tom pogledu također različito označivanje. Kurepa i Škreblin u 
Aritmetici i algebri za VII. razred gimnazije, izdanje 1946. god., označuju 
vjerojatnost s »v«, dok Veselinović u knjizi »Osnovi osiguranja na život« 
upotrebljava oznaku »w«, očito od njemačke riječi »Wahrscheinlichkeit«. 
Internacionalno označuje se danas vjerojatnost s »p«, a protivna vje- 
rojatnost s »q«, pa bi to trebalo i kod nas u udžbenicima dosljedno pro- 
voditi. To je potrebno zbog snalaženja u internacionalnoj literaturi, 
; S tim u vezi primjećujem, da su se u pogledu oznaka u aktuarskoj 
matematici aktuari složili god. 1898. na II internacionalnom kongresu 
aktuara u Londonu i te se jedinstvene oznake danas gotovo bez iznimke 
primjenjuju u naučnim djelima iz te struke. Tako se naročito u aktuar- 
skoj matematici za diskontni faktor upotrebljava slovo »v« i s tim u 
vezi definiraju komutativni brojevi u aktuarskoj matematici, pa je onda 
pogotovo čudno, kad u knjizi Veselinovićevoj, »Osnovi osiguranja na 
život«, ima »v« značenje kamatnog faktora. S tim u vezi skrenuo bih 
pažnju na jednu nedosljednost u toj knjizi, u kojoj se, kao što smo gore 
spomenuli, vjerojatnost označuje s »w«, a protivna vjerojatnost s »w'«, 
dok se nasuprot ispravno označuje vjerojatnost doživljenja sa »p,«, a 
vjerojatnosti smrti sa »q,«. 

S prednjim primjedbama nisam iscrpio svoja opažanja o toj ne- 
jedinstvenosti označivanja; ne želim, međutim, da u tom pogledu odem 
odviše u detalje. Svrha je tih redaka jedino, da upozorim, da postoji 
nejedinstvenost u označivanju u našim udžbenicima tamo, gdje bi jedin- 
stvenost označivanja bila iz nastavnih i naučnih razloga vrlo potrebna. 
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Ove tabele su izdane već za vrijeme zadnjeg Svjetskog rata, 
ali su neko vrijeme bile pristupačne samo službenim licima. Sada 
su u slobodnom prometu, pa ne će škoditi da se ovdje dade prikaz 
o njima. 

Tabele su sastavljene za potrebe vazduhoplovstva, da se omo-- 
gući određivanje geografskog položaja na najbrži način. Poznato 
je, da se taj problem riješava u zračnoj kao i pomorskoj plovidbi 
metodom pozicionih linija, pri čemu je najtegotniji posao loga- 
ritmičko izračunavanje visine Alt i azimuta Az nebeskog tijela, 
kojeg su ekvatorijalne koordinate zadane, a geografski položaj mo- 
tritelja bar približno poznat. Kod upotrebe gornjih A. N. T. otpada 
takvo računanje. 

Visina Alt i azimut Az tabulirani su u zbirci tabela, sa argu- 
mentom lokalnog satnog kuta (LHA) i deklinacije (0) nebeskog 
tijela, koje se motri, za sve geografske širine (p) u granicama +79". 
Argumenti su izraženi u punim stupnjevima ali to ne iziskuje ni- 
kakvu interpolaciju kod LHA i o, jer se približni položaj može 
odabrati uvijek tako, da m bude izražen punim stupnjevima, a 
geografska dužina A se može uzeti tako, da Grinički satni kut 
(GHA) + ee da LHA takoder u punim stupnjevima. Jedino je po- 
trebno za minutne vrijednosti deklinacije dodati tabuliranim vri- 
jednostima Alt neku malu korekciju d, koja se nalazi iz istih 
tabela. Deklinacija u tabelama ide od +28° do —28°, što je dovoljno: 
kod motrenja Sunca, Mjeseca i planeta kao i zvijezda stajačica, 
kojih je 6 u tim granicama. 

U posebnom dijelu A. N. T. tabulirani su Alt i Az za 22 
glavnih zvijezda stajačica, koji je 6 između nekih +62". Kod ovih 
otpada gore spomenuta interpolacija d, ali zbog upliva precesije 
na o treba tabuliranim vrijednostima Alt, koje se odnose na epohu 
1940., dodati za svaku godinu (tabele su predviđene da važe do 
god. 2000.) malu korekciju t, koja se opet može naći u samim 
tablicama. 

Tabulirane vrijednosti Alt dane su u zaokruženim lučnim mi- 
nutama, tako da su točne u granicama +0’,5 a Az je označen u 
punim stupnjevima. To je više nego dovoljno za potrebe zračne 
plovidbe, a može zadovoljiti i potrebe pomorske plovidbe, kad se 
ne traži neka posebna točnost. 

Zbirka A. N. T. obuhvaća 15 svezaka, od kojih se 14 odnosi 
na po jedan pojas geografske širine od 5" (sjev. i juž.), a 1 svezak 
je za geografske širine između 70° i 79° (opet sjev. i juž.). Za naše 
krajeve dolaze u obzir svesci, koji su označeni sa J i K (od 40% 
do 49°), Dr. Andro Gilié 
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IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


9) 8. IH. 1950. Stručno-pedagoško veče 
Prof. L. Rajčić: O problemu nastave geometrije. 


10) 15. III. 1950. Ing. V. Matković: Nove smjernice u telegrafiji. 


Te se nove smjernice sastoje u višestrukom iskorišćenju jedne 
veze i to ili u podjeli raspoloživog pojasa frekvencija za prenos 
po pojedinim neovisnim kanalima, ili pak, u podjeli vremena raspo- 
loživog za prenos jednog impulsa, od kojih su sastavljeni znakovi. 
Količina vijesti, koja se prenosi nekim sistemom, ovisi o kombi- 
nacijama, koje stvaramo potenciranjem raznolikih intenziteta spo- 
menutih impulsa sa brojem tih impulsa u jednom znaku. Trajanje 
impulsa i njegov oblik uvjetuju odnos između brzine telegrafiranja 
i potrebne širine pojasa frekvencija za prenos, tako da je ukupna 
količina vijesti, koje se prenose, proporcionalna produktu iz pojasa 
frekvencija i vremena raspoloživog za taj prenos. 

Moderni telegrafski stroj — teleprinter, iskorištava brzinu 
telegrafiranja sa 50 impulsa u sekundi, što čini oko 7 znakova, uz 
potreban pojas frekvencije oko 40 p/sek, a time predstavlja naj- 
ekonomičnije sredstvo veze za velike udaljenosti. 


11) 22. III. 1950. Dr. V. Vranić: 
O stohastičnoj i funkcionalnoj zavisnosti. 


Predavač je objasnio pojam slučajne varijable, pojam kore- 
lacije, te značenje teorije korelacije i njezin položaj u nauci. Kod 
toga je istaknuo razliku između funkcionalne i stohastične zavi- 
snosti i na primjerima predočio bit stohastične zavisnosti i njezinu 
primjenu. Naročito je istaknuo značaj linija regresije, korelacionog 
odnosa i korelacionog koeficijenta kao obilježja stohastične zavi- 
snosti. Ujedno je pokazao, da su funkcionalne zavisnosti reverzibil- 
ne, dok su stohastične zavisnosti ireverzibilne. Predavač je razložio 
Tschuprowljevo tumačenje stohastične zavisnosti na osnovu zakona 
uzročnosti. Konačno je pokazao, kako se mogu prikazati korelacioni 
odnosi uz pomoć dualiteta. Predavanje je završeno citatom iz knjige 
Czuber-Burkhardt, Statistische Forschungsmethoden, 1938, str. 159: 
»Onako kako se pronalazak funkcionalnih zavisnosti pokazao va- 
znim za spoznaju Prirode i vladanje Prirodom, isto tako vaznim 
pokazat će se napredujuće otkrivanje korelacionih zavisnosti za 
istraživanje onih mnogobrojnih materija, koje se mogu samo ko- 
lektivno obraditi«. 
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12) 29. III. 1950. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora 
a) Dr. Z. Janković: O varijacionom principu spe- 
cijalne teorije relativnosti, 
b) Dr. D. Blanuša: Jedan način razvijanja funkcije 
tg x u red potencija, 
c) Prof. R. Vernić: Uloga Keplera kao prethodnika 
Newtona. 


13) 5. IV. 1950. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora 


a) Dr. D. Blanuša: 
O raznim vrstama srednjih vrijednosti, 
b) Dr. Z. Janković: 
Hermitovi polinomi i harmonički oscilator. 


14) 12. IV. 1950. Stručno-pedagoško veče 


Prof. M. Varićak — prof. E. Vernić: 
Praktične vježbe u nastavi fizike na srednjoj školi. 


15) 19. IV. 1950. Dr. D. Pejnović — dr. B. Marković: 
: Zeemanov pojav i apsorpcija svjetlosti. 


U predavanju prikazan je najprije kratki historijat Zeemanova 
otkrića: neuspjeli pokušaji Pliickera (1858), Faradaya (1862), Taita 
(1875) i Fićveza (1884/5). Opisani su nadalje Zeemanovi eksperi- 
menti, potaknuti klasičnom teorijom H. A. Lorentza (1896). Izne- 
seni su zatim eksperimenti Cottona i Koeniga (1897) o demonstri- 
ranju Zeemanova pojava, gdje mjesto spektralnog aparata dolazi 
plinski plamen, koji apsorbira. U drugom dijelu predavanja pre- 
davači su opisali izvorne svoje eksperimente o djelovanju trans- 
verzalnog i longitudinalnog Zeemanova pojava na apsorpciju svjet- 
losti. U projekciji pokazali su niz fotografskih snimaka ovih ekspe- 
rimenata. Kao izvori svjetlosti služili su natrijeva lampa, plinski 
plamen, cijev sa živinim parama i cjevčica za optičku rezonanciju 
s natrijevim parama. Na kraju predavanja predavači su demon- 
strirali Zeemanov pojav na zelenoj Zivinoj crti (A = 5461 A) pomoću 
Lummer-Gehrckeova spektralnog aparata i Wollastonove prizme. 
Izveli su i jedan Righijev magnetooptički pokus. 


16) 26. IV. 1950. Dr. Ž. Marković: Zašto su svi pravi kutovi jednaki? 


Svrha je predavanja bila da predoči pravo značenje četvrtoga 
Euklidova postulata, da su svi pravi kutovi međusobom jednaki. 
Pozadina tog postulata je Platonova teorija o »omeđenom« (peras) 
i »neomeđenom« (apeiron), predočena u njegovu dijalogu Filebu, 
a prema vijestima komentatora napose u predavanju »O dobru«. 
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U području neomeđene promjenljivosti šiljastih i tupih kutova, koji 
tvore apeiron u smislu te teorije, neomeđenu dvojku međusobno 
oprečnih komponenata, »peras« na osnovu svojih mjera izjedna- 
čuje i u ravnotežu dovodi obje komponente i uvodi time u bitak 
tvorevinu, koju geometri zovu pravi kut. Tragovi tog shvaćanja 
vide se još u 10. definiciji prve knjige Euklidovih Elemenata kojom 
se uvodi pravi kut. Načinom svoga postanja postigao je on oznaku 
nepromjenljivosti i jednoznačnosti, koje čine, da pravi kut ima 
posebno mjesto u starogrčkom shvaćanju; on je čvrst i nepromjen- 
ljiv »međaš«, pa se šiljasti i tupi kutovi svode na nj i on je njihova 
mjera. To shvaćanje nalazi potvrdu u Proklovu komentaru prvoj 
knjizi Elemenata, no isto shvaćanje imaju prije i Nikomah iz 
Geraze (1. st. n. e.) i Teon iz Smirne (2. st. n. e). 


17) 28. IV. 1950. Dr. J. Lončar: O katodnom rasprašivanju i ispara- 
vanju metala u vakuumu, 


Predavač je prikazao problematiku tehnike katodnog raspra- 
šivanja i tehnike isparivanja kovina u evakuiranim prostorima. Opi- 
sao je i u naravi predveo aparature za stvaranje neprozirnih i polu- 
prozirnih metalnih i drugih zrcalnih ploha prema spomenuta dva 
postupka i upozorio je na mnogobrojne primjene tih načina u nauci 
i tehnici (elektronika, optika, fabrikacija gramofonskih ploča i sl.). 
Na koncu je predavač i eksperimentalno demonstrirao jedno katod- 
no rasprašivanje srebrnog zrcala i jedno proizvođenje aluminijskog 
zrcala na staklu pomoću isparavanja. 


18) 5. V. 1950. Dr. ing. H. Kafka: Leitwertdiagramme fir passive 
Vierpole. 

Predavač je obradio u predavanju dijagrame vodljivosti za 
pasivne četveropole. Pomoću tih dijagrama mogu se odrediti sve 
veličine, koje dolaze u obzir pri prenosu pomoću četveropola. Kla- 
sični vektorski dijagram daje nam samo napetosti i struje, dok se 
ostale veličine moraju posebno izračunavati. Dijagrami vodljivosti 
imaju naprotiv prednost, da se iz njih i te druge veličine (naročito 
stepen djelovanja) neposredno nalaze. 


19) 10. V. 1950. Stručno-pedagoško veče 
Prof. L. Ivanković: Metodske pogreške u mate- 
matskoj nastavi nižih razreda gimnazija. 


20) 17. V. 1950. Dr. V. Niče: O nožišnim plohama rotacionog pa- 
raboloida. 
(Kolokvij je prikazan u istoimenom članku, koji je objavljen 
u Glasniku T. 5, no. .1, (1950), str. 3). 
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21) 24. V. 1950. G. Alaga: O f-radioaktivnom raspadanju 
(Fermijeva teorija). 


Svrha predavanja je bila da upozna slušače sa osnovnim ide- 
jama i novijim rezultatima teorije f-radioaktivnog raspadanja. Na 
Paulijevoj hipotezi neutrina, a u analogiji sa teorijom elektromag- 
netskog zračenja, izgradio je E. Fermi teoriju #-radioaktivnosti. 
Kontinuirani elektronski spektar karakterističnog oblika (asime- 
trija), Sargentov odnos između vremena trajanja i maksimalne 
energije elektrona i ispravna izborna pravila (odnosi poznati iz 
iskustva), vidni su rezultati Fermijeve teorije, koji jačaju povje- 
renje u Paulijevu hipotezu neutrina (ona je danas općenito prihva- 
ćena). Kao i svaka teorija tako i teorija f-radioaktivnog raspadanja 
ima i svoje teškoće, a to je u prvom redu pomanjkanje jednoznač- 
nosti u izboru vezanja. Bez obzira na daljnju sudbinu Fermijeve 
teorije f-radioaktivnog raspadanja, sama Fermijeva ideja (metoda) 
tretiranja uzajamnog djelovanja polja materije (vezanje polja) ostat 
će trajan posjed teorije. 


22) 31. V. 1950. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora 


a) Dr. Z. Janković: Izvještaj o Plenumu Saveza, 

b) Prof. V. Glaser: O kvantizaciji u kontinuiranom 
spektru, 

c) Prof. S. Škarić: Jedno prividno neslaganje jed- 
nostavnog Dopplerovog efekta s teorijom rela- 
tivnosti, 

d) Dr. S. Bilinski: Dokaz jednog Jacobijevog teo- 
Trema. 


23) 7. VI. 1950. Dr. S. Bilinski: O sfernim evolventoidama krivulja 
u prostoru. . 


Evolvente neke krivulje definiraju se obično kao ortogonalne 
trajektorije linearnih oskulacionih elemenata te krivulje, t. j. kao 
ortogonalne trajektorije tangenata, odnosno ortogonalne trajek- 
torije oskulacionih ravnina. Pojam evolvenata može se generalizi- 
rati tako, da se spomenuti linearni oskulacioni elementi evolute 
zamijene bilo kojim drugim oskulacionim geometrijskim tvorevi- 
nama dane krivulje. Na taj su način sferne evolventoide neke kri- 
vulje u prostoru definirane kao ortogonalne trajektorije oskulacio- 
nih kugala te krivulje. : 

- Postavlja se problem, da se odrede sferne evolventoide dane 
krivulje. Nađene su diferencijalne jednadžbe, koje dani problem 
teoretski općenito rješavaju. Primjenom tih diferencijalnih jed- 
nadžbi određene su jednadžbe sfernih evolventoida obične cilin- 
drične spirale i nađena neka njihova osnovna svojstva. 
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24) 14. VI. 1950. Prof. D. Grdenić: O međuatomskim razmacima ži- 
vinog i klorovog atoma u kristalnoj rešetci. 


Autor referira o rezultatima svog vlastitog istraživanja pro- 
vedenog na kristalima sublimata HgCl,. Kristalna struktura tog 
živinog spoja bila je poznata od ranije, ali je autor smatrao po- 
trebnim, da točno odredi razmak između živinog i klorovog atoma 
u molekuli. To je u većem stepenu točnosti moguće samo onda, ako 
se izvrše precizna mjerenja refleksa Okl. Međutim, do sada poznati 
kristali sublimata -bili su iglice u smjeru [001], pa zbog velikog 
koeficijenta apsorpcije nije moglo biti poduzeto snimanje oko osi 
[100]. Autoru polazi za rukom brušenjem prirediti objekt prikladan 
za snimanje i odrediti traženu duljinu kovalentne veze Hg-Cl u 
iznosu od 2,2! A, Dobiveni rezultat jednak je onom, što su ga 
dobili H. Braekken i T. Scholten, ali je točniji. Koordinate se tako- 
đer nešto razlikuju. 

Autor je upotrebio uobičajenu metodu rotirajućeg kristala u 
intervalu od 10° sa područjem prekrivanja od 2° i služio se rent- 
genskom aparaturom Fizičkog instituta Prirodoslovno-matematičkog 


fakulteta u Zagrebu. Tajnik: Z. Janković 


PRIMLJENE PUBLIKACIJE | 


U zamjenu za Glasnik Društvo je primilo ove časopise: 
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2. Arkiv for Astronomi B, 1. H. 1 Stokholm (1950), 

3. Arkiv for Matematik B. 1. — H. 2. (1949). Stokholm, 

4. Arkiv for Fysik B. 1. — H. 3. (1949). Stokholm, 

5. Bulletino della Unione matematica italiana, N. 4 (1949), 

6. Bulletin de la Société- royale des sciences de Liege, N. 11, 12 (1949), 

E sees pro péstovani matematiky a fysiky, roč. 75, čis. 1 (1959). 
Praha, 

8. Duke Mathematicai Journal, V. 16, n. 3, 4 (1949), Durham, N. C. 

9. The Mathematical Gazette, V. 34, n 307, February 1950, London, 

10. Journal of Mathematical Society of Japan, V. 1, no 3 (1949), 
Toky 

i Mati etiaticél Reviews, V. 10, n. 10, 11 (1949), 

12. Rozhledy matematicko-prirodovédecké, roč. 29., Gis. 2, Praha, 

13. The Teaching of Trigonometry in Schools, London 1950, Bell. 
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PRVI SASTANAK PLENUMA SAVEZA DRUŠTAVA MATEMATIČARA. 
I FIZIČARA FNRJ 


U Beogradu održan je 9, i 10. svibnja t.g. prvi sastanak Plenuma 
Saveza, na kome se sakupilo 24 delegata. Iz NR Hrvatske Plenumu su 
prisustvovali: Dr. ing. D, Blanuša, Dr. Z. Janković, Dr. D. Kurepa, 
Dr. B. Marković, prof. M. Sevdić i prof. G. Šindler. Plenum je otvorio 
i pozdravio akademik P. Savić, a zatim su potpredsjednici Saveza pod- 
nijeli izvještaje o dosadanjem radu republičkih društava. U diskusiji, 
koja se razvila, dane su mnoge sugestije za organizaciju još uspješnijeg 
rada pojedinih društava matematičara i fizičara. Na sastanku je zaklju- 
čeno, da se formiraju ove tri komisije saveza: 1) komisija za nastavu 
u srednjim i srednjim stručnim školama (koju će obrazovati Društvo 
mat. i fiz. NR Hrvatske u saradnji s predstavnicima drugih republičkih 
društava), 2) komisiju za organizaciju naučnog rada, (koju će obrazovati 
Društvo mat. i fiz, NR Slovenije i u njoj će sudjelovati kao predstav- 
nici NR Hrvatske Dr. ing. D. Blanuša i Dr. Z. Janković) i 3) komisija 
za nastavu na sveučilištu i visokim školama, (koju će obrazovati Društvo 
mat. i fiz. NR Srbije, a u njoj će sudjelovati iz NR Hrvatske Dr. Đ. Ku- 
repa i Dr, B. Marković). Na sastanku je također zaključeno, da Savez 
započne s izdavanjem »Matematičko-fizičkog lista za učenike srednjih 
škola«. Samo izdavanje povjereno je Društvu mat. i fiz, NR Hrvatske. 
Savez će se brinuti da obezbijedi materijalna sredstva, dok će redak- 
cione republičke komisije sakupljati materijal i slati ga redakcionom 
odboru, koji će formirati Društvo mat. i fiz. NR Hrvatske. Na sastanku 
je također pretresen budžet Saveza za god. 1950. 

Sastanak je protekao u srdačnom izmjenjivanju gledišta i mišljenja 
i na njemu je donesen niz korisnih prijedloga i zaključaka. Diskusije, 
koje su bile žive i plodne, pokazale su stvarnu potrebu i korisnost takve 
koordinacije rada naših matematičara i fizičara. Društvo mat. i fiz. 
NR Srbije uložilo je mnogo truda i brige oko smještaja i boravka dele- 
gata, koji su se organizatorima sastanka srdačno zahvalili. Delegati su 
prilikom boravka u Beogradu iskoristili susretljivost akad. P. Savića 
i razgledali njegov Fizički institut, a također i Astronomski observatorij. 


Zlatko Janković 


O UVOĐENJU FIZIKALNIH ĐAČKIH VJEŽBI U SREDNJE ŠKOLE 


U okviru stručno-pedagoških večeri Društva matematičara i fizi- 
čara NR Hrvatske održale su Milena Varićak, asistent Prir. mat. fakul- 
teta i Elza Vernić, prof. VI. gimn. (ženske) 12. IV. 1950. predavanje pod 
naslovom: »Praktične vježbe u nastavi fizike na srednjoj školi«. One 
su iznijele svoja iskustva u eksperimentalnom radu, u naučnim gru- 
pama i redovnoj obuci, prema kojima se vidi, da su uspjele eksperi- 
mentalni rad u nastavi fizike približiti učenicima viših razreda gimna- 
zije u obliku praktičnih vježbi. U diskusiji složili su se prisutni u tome, 
da je taj oblik rada neophodno potreban, te da bi trebalo što prije 
stvoriti uslove za taj rad na svim gimnazijama. On bi značio odlučan 
udarac formalizmu u nastavi fizike. 

Društvo matematičara i fizičara NR Hrvatske je u tu svrhu formi- 
ralo komisiju, koja je proučila mogućnosti i uslove takvoga rada u 
našim srednjim školama. U komisiju su ušli ovi članovi: dr. ing. M. 
Paić, redovni profesor Prir. mat. fakulteta; dr. B. Marković, docent Prir. 
mat. fakulteta; M. Varićak, asistent Prir, mat. fakulteta; Stj. Škreblin, 
prof. Više pedagoške škole; M. Kononović, prof. VIII. gimn. (ženske) 
i E. Vernić, prof. VI. gimn. (ženske). Komisija je ustanovila, da je i 
uz postojeći nastavni program moguće provesti praktične vježbe za 
vrijeme redovne obuke. Dosta je, ako se u jednom razredu izvrši 6—8 
vježbi godišnje, i za to bi trebalo 6—8 školskih sati. Ti satovi se mogu 
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naći unutar -predvidenih sati, koji su naznačeni u Nastavnom planu i 
programu za gimnazije od god. 1948., ako se neka područja za koji sat 
stegnu (na pr. Newtonovi zakoni gibanja 10 sati namj. 11 sati, Meha- 
nička energija 6 sati namj. 7 sati i sl). Toliko je elastičan program u 
svakom razredu. 

Evo popisa vježbi, koje se mogu izvesti uz skromna sredstva u 
pojedinim razredima. U pomanjkanju učila mogu mnoga učenici sami 
načiniti. Od naznačenog broja vježbi može nastavnik izabrati 6—8, koje 
su u konkretnim uvjetima najpogodnije: 


V. razred 
. Mjerenje s noniusom, 
Mjerenje s mikrometarskim vijkom, 
. Galilejeva kosina, odnos putova, 
Određivanje prave brzine na Atwoodovom uređaju, 
Slaganje i rastavljanje paralelnih sila, 
Sastavljanje i rastavljanje paralelograma sila, 
Određivanje težišta tijela i stabilnosti. 
. Ravnoteža na kosini, 
Ravnoteža na jedno- i dvokrakoj poluzi, 
Određivanje trenja. 


ik 
SOON APRONS 


VI. razred 


. Ovjeroviti Arhimedov zakon s raznim tekućinama, 
Odrediti spec. težinu krutog tijela pomoću uzgona, 
. Odrediti spec. težinu tekućine pomoću uzgona, 

. Odrediti spec. težinu tekućina pomoću spojenih posuda, 
Ovjeroviti zakone njihala, 

Odrediti akceleraciju sile teže pomoću njihala, 

. Određivanje spec. topline pomoću metode smjese, 
Određivanje tlaka zasićenih: para, 

. Određivanje topline talenja leda, 

. Određivanje topline isparavanja vode, 

. Određivanje rosišta pomoću psihrometra, 
Ovjeroviti Hookov zakon pomoću uzvojnice. 


H B 
SOSA WON 


HH 
Nr 


VII. razred 
. Ovjeroviti Ohmov zakon, 
. Ovjeroviti zakon električnog otpora, 
. Ovjeroviti Kirchhoffove zakone, 
Provjeriti zakone djelovanja struje na magnet, 
. Zavisnost otpora o temperaturi, 
. Formiranje akumulatora pomoću olovnih pločica, 
Wheatstonov most, 
. Joulova toplina, 
. Faradayevi zakoni elektrolize, 
. Ovjeroviti zakone magnetskog polja električne struje. 


ovVonomanReon= 
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VIII. razred 
. Određivanje dužine vala zvuka pomoću U-cijevi, 
. Monokord, 
. Određivanje jakosti izvora svijetla pomoću fotometra s masnom 
mrljom, 
4. Određivanje indeksa loma stakla pomoću planparalelne ploče. 
5. Određivanje indeksa loma tekućine, 
6. Ovjeroviti zakon ravnog zrcala, 
7. Određivanje polumjera zakrivljenosti udubljenog zrcala, 
8 
9 
0 


wnNre 


. Određivanje jakosti bikonveksne leće, 
. Sastaviti modele dalekozora, 
. Sastaviti modele mikroskopa. 


n 


9 Glasnik 
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Kao pomoćnu literaturu mogu nastavnici upotrijebiti: knjigu dra 
B. Markovića: Pokusi iz fizike, Zgb 1950. g. i Fetisova: Fizički prakti- 
kum, Bgd 1948. g. Trebalo bi međutim što prije izdati knjigu, u kojoj 
bi se baš đačke fizikalne vježbe metodski podrobno razradile. 

Pojedinu od navedenih vježbi izvesti će učenici tako, da će izvesti 
jedan od gore navedenih pokusa uz određeni kvantitativni zadatak, koji 
se rješava mjerenjem i računanjem. Tako učenici izvode sami pokus, 
oni ga doživljavaju i upoznavaju metode mjerenja. Računski dio posla 
pomaže ne samo pravilnom shvaćanju uloge matematike u fizici, nego 
i borbu protiv formalizma u matematici, jer su zadaci vezani uz stvarne 
predodžbe i pojave. 

Većinu gore navedenih vježbi možemo izvesti u razredu, makar 
bi naravno bilo bolje, da nam stoji na raspolaganju posebna fizikalna 
predavaona, U jednom polugodištu mogu se izvesti 4 vježbe, koje izi- 
skuju 4 sata, Učenici rade istodobno u 4 grupe od oko 10 učenika. Grupe 
se kroz 4 sata ciklički izmijene, tako da kroz to vrijeme svaki učenik 
prođe 4 vježbe. Neke jednostavne vježbe mogu se prirediti u duplikatu, 
te učenike razdijeliti u više manjih grupa (na pr. poluga, određivanje 
indeksa loma tekućine i sl.) Učenik dolazi na sat vježbi spreman, on 
mora unaprijed točno znati što će raditi. Nakon obavljenih mjerenja 
on sračunava rezultate. Ako vježba nije takove prirode da učenik mora 
pokusom provjeriti rezultat, onda može račun obaviti i kod kuće. Či- 
tavu vježbu treba u svakom slučaju kod kuće pismeno uredno obraditi. 
Za vrijeme takvog sata nastavnik može vrijeme iskoristiti pregleda- 
vanjem i ocjenjivanjem tih radova, a i ispitivanjem đaka na taj način, 
da provjerava predznanje i razumijevanje postupka pri pojedinim 
vježbama. 

Uz gore navedene prednosti ovoga rada s metodske strane treba 
naglasiti i njegovu snažno odgojnu ulogu. Učenici ovakvim radom stiču 
dragocjena svojstva: interes za probleme, samosvijest, samostalnost, 
snalažljivost — svojstva za kojima težimo odgajajući novoga čovjeka. 

Po mišljenju ove komisije bilo bi potrebno kod buduće promjene 
programa uzeti u obzir praktične vježbe, a dok se to ne učini svakako 
bi trebalo uz sadašnji program taj rad preporučiti (uz popis najvažnijih 
i najjednostavnijih vježbi). Time će se pobuditi interes i potaknuti oni 
nastavnici koji već provode fizikalne vježbe u naučnim grupama (VIII. 
gimn. (ženska) u Zagrebu, Gimnazija dra Iv. Ribara u Karlovcu), da taj 
rad unesu u redovnu obuku, Ostalim nastavnicima bit će s druge strane 
putokaz, kako će organizirati eksperimentalni rad s učenicima. 

Društvo matematičara i fizičara uputilo je Ministarstvu prosvjete 
NR Hrvatske u tom smislu dopis i zamolilo ga, da bi sa svoje strane 
preporučilo uvođenje takvih vježbi u naše srednje škole. Društvo drži, 
da bi takav rad znatno podigao nivo znanja fizike učenika, što smatra 
preduvjetom za uspješni i brzi razvitak matematičko-fizičkih i tehničkih 
nauka kod nas. Društvo je također zamolilo Ministarstvo prosvjete 
NR Hrvatske, da bi se rad oko priprema i provođenja tih vježbi uzeo: 
u obzir pri određivanju maksimalnog broja sati onim nastavnicima, 
koji ih provode. a 
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RJEŠENJE ZADATAKA 83, 94, 96, 98, 
100, 136%, 137 


83. Riješi u cijelim brojevima <, y, u, v jednakost x? + y? = 
== u? a vw, 

Dostavio s rješenjem M. Brčić-Kostić; riješili: N. Išpirović, 
D. Trajić, M. Živković, S. Erdelji. 

M. Brčić-Kostić daje zadanoj jednadžbi oblik (x + u) (x—u) = 
= (v + y) (v—y), te stavljas +y=a8, r—y=y, v+y=ay, 
v— y= Bod, gdje su a, B, y, 6 cijeli brojevi. Izratunamo li odavde 
x, V, u, v i uvrstimo u zadanu jednadžbu, dobijamo identitet: 


opal ce vaga Mag eni 
ili (4B + y8)* + (ay — BS)? = (aB — yd)? + (ay + BS)? 


Ako hoćemo da x, y, u, v budu cijeli brojevi, mora biti svaki 
od brojeva a, B, y, 6 paran, ili tri od njih, ili dva i to ili ai 4, 
ili Bi y, ili napokon sva četiri broja neparna. 


N. Išpirović svodi jednadžbu na oblik (x-+ u) (x—u) := 
=(v + y)(v — y) tj. na oblik pq—rs, gdje jee => (+ q), y= 
=F(r—s), u=f(p—q, v=f(r+s) odn. e=a+d, y= 


=c—d, u=a—b, v=c+d, budući da se množenjem jednog 
sistema rješenja istim faktorom dobija opet takav sistem. No iz 
(a + b)? + (c— d)? = (a — b)? + (c + d)? slijedi ab = cd; ovdje mo- 
zemo za a i b uzeti bilo koja dva cijela broja, dok c moramo 
odabrati tako, da on bude mjera od ab. Na pr. a==5, b =3, c ==15, 
d==1. Specijalno u slučaju c=d = Vab bit će v=0, «= 
=u? + v? dobit ćemo dakle Pitagorine brojeve. U slučaju a— b = 
==c + d dobijamo u = v ili a + y? =2u*. U tom slučaju može se 
brže doći do cilja, ako se stavi r=p --q, y=p—q; tada je 
u? == p? + q?, te možemo uzeti p== m?—n?, q=2mn, u == m? + nž. 


Sličan je postupak D. Trajiéa. On svodi jednadžbu na oblik 
(x +- v) (ec — v) = (u + y) (u— y), ti. pa==1s, te je 2x—p-+ gq, 
Xv=p—q 2u—r+s, 2y==r—s. Ako ne ćemo da nastupi tri- 
vijalni slučaj p==r, q==s, ne mogu p, q, r, s biti svi prosti bro- 
jevi, nego samo najviše dva od njih i to po jedan sa svake strane 
zadane jednadžbe. Izaberemo li za bilo koji od brojeva x, y, u, v 
neku cjelobrojnu vrijednost, možemo na osnovi gore navedenih 
relacija odrediti ostala rješenja. Ako je broj, čiju smo vrijednost 
uzeli po volji, bio jedan od manjih (y ili v, za koje ćemo unaprijed 
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pretpostaviti da su manji od u odn. x), onda za ostala rješenja 
dobijamo neograničen niz vrijednosti na pr. y==3, r=—11, u=9, 


v == 11 itd. 

M. Živković primjećuje da je dovoljno posmatrati samo dva 
slučaja i to 1) jedan od brojeva x i y je paran, a drugi neparan 
(onda su takovi i u iv), 2) x i y su oba neparna (dakle su takovi 
i ui). U drugom slučaju moraju biti a) krajnje cifre sume x? + y? 
biti jednake krajnjim ciframa sume u*-h- v® ili b) krajnje cifre 
jedne sume iznose 1 i 9, a druge 5 i 5. U prvom slučaju možemo 
formirati razlike «2? — wu? i v?—y® tako, da im krajnja cifra bude 
0, a u drugom tako, da ona bude 4. U slučaju navedenom pod 1) 
nastupit će jedna od tri mogućnosti s obzirom na jednakost suma 
a2 -+-y? i u?-+ v? kako se u zadatku traži i to a) krajnje cifre 
jedne sume jednake su krajnjim ciframa druge sume, b) krajnje 
cifre jedne sume su 0 i 1, a druge 5 i 6, te c) krajnje cifre jedne 
sume su 1 i 4, a druge 0 i 5. S obzirom na to krajnja cifra d razlika 
x? — u? i v?—y? može biti samo 4 ili 5, tj. a —u=v— nj = 
10k +- d, gdje je k cio broj, a d=0, 4, 5. Možemo pisati i x? — u? = 
10 k-+ d 

P 


=v? —y? —p. , gdje je p najveća zajednička mjera bro- 


jeva 10 i d. Na osnovi toga izvodi se zaključak da postoje relacije 


"—u=p v—y=pa 
s+u= Pohani v+y=b, 

koje nam daju tražena rješenja i to: 1) za d=0 je p=10, a k je 
bilo koji paran broj; a i b su faktori broja k; b mora biti paran. 
2) za d= 4, p= 2, k je opet bilo koji paran broj; a i b su faktori 
broja 5k -+ 2, b je paran. 3) d=5, p=5, k bilo koji cio broj, 
a i b neparni faktori broja 2k -+- 1. 


S. Erdelji svodi zadatak na oblik x? + y*—u? =v*, te raz- 
matra samo slučaj y?— u? = 2é. No taj slučaj bio je već riješen 
u zad. 36; rješenja su € =2a? —b*, v=2a2 -- b?, E=2ab. Na 
osnovi toga izvode se relacije y == 4p + 2, u == 4p? — 2, a*b? = 4p?, 
iz kojih dobijamo ostala rješenja. Na pr. p=1, y=6, u=2. 
ds=4,bi=khao=đae=9ili n==2, 4==18, u==14, OAD 
tinge a==16;:bi==1,.2=8120v=233 odno d\=b =a4hs ai 
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94. Promatrajmo funkciju 
= = 
e@ = Ve—1™ & + n™ + Vee +1" G—)T + 
+ Ve—gte=. 

_ gdje su m. = i p prirodni brojevi ili 0. Šta je potrebno i dovoljno, 
pa da besškonačno daleka točka ne bude kritična točka funkcije 
f(z)? Specijalno. odredi ane m, m, p ispod 15, pa da co ne bude 
točka srananja za funkciju f (2). 

Dostavie Đ. Kurena; riješio D. Mitrović. Zagreb. 

Najprije se dokaruje da je nužno i dovoljno da za pojedini 
sumand beskonačno daleka točka ne bude razgranište. da suma 
pripadnih eksponenata bude djeljiva s korjenom (na pr. 2m + 5n 
sa 3), jer nakon obilaska u pozitivnom smislu po dovoljno velikom 
krugu tako da an obuhvati 1 i.—l. vrijednost prvog sumanda 
funkcije f jednaka je umnošku početne vrijednosti i izraza 

os: 


a ovaj je —1 onda i samo onda ako je napisani razlomak cio 
broj. & j. ako važi (1) 3m + 52 —3¢, cio broj. Analogno se dolazi 
do diofantskih jednakosti (2) 1-+-2n-+5m—4¢,. m —n+p=—5q.; 
pri tom m. a. p. @,. GG imaju biti cijeli brojevi, a m, n, p k tome 
i >0. Zatim se zaključuje da je za sumu nužno i dovoljno da 
bude ispunjen diofantski sistem (1), (2) uz dodatak da prema za- 
datku brojevi m, n, p budu < 15. To se rješava poznatom veri- 
žnom metodom. 


2m +-5n—=3q, ekvivalentan je sa sistemom —m--n=—3k, 

Sm + 2n + 1— 44, m1 2n + 1— 4k, 
m —+-2— p—4a, m-+n-+ p54, 
= Iz prve dvije jednadibe izlazi m — 3k, + 4k, — 1. m = —Sk, — 
—4k,-} 1, a treća daje p—5¢, —3K,, pri tom su k,, k, i q 
preizvoljni cijeli brojevi. Time je prvi dio zadatka — diofantski 


sistem (1). (2) — riješen. Da lakše odredimo konkretne vrijednosti 
0 <_m, a p<15 t i. da nađemo cjelobrojne vrijednosti NE. Ez 
za koje je istovremeno 0 < 3k, + 4k, —1<15, 0 <—6k, — 4k, + 
41<15, 0<5q,—3k, < 15. postupimo ovako: Sam n može po- 
primiti svaku cjelobrojnu vrijednost, (jer su 3 i £ relativno prostij. 
ali je time određen i k, i &.. pa prema tome imi p. Iz n= 3k, + 
Ha. PE a+1—k 


FR aa 


3 
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a da bi to bio cio broj, mora biti n + 1—k, = 3k, odnosno k, = 
=n+1—8kz, tj. ky ==—n—1-+ 4k,, m= 2n+ 3—12k,, p= 
= —3n — 3 + 12k, + 5q, —=—m—n- 5q,. Prema tome n može 
poprimitisvecijele vrijednosti od 0 do 14; pripadni 
m bit će najčešće jednoznačan (jedino za n= 5 izlaze dva m, i to 
13 i 1; za n—=11 također i to m=13 i 1). Svakom od 17 dozvo- 
ljenih parova n, m odgovaraju 3 vrijednosti za p, jer svaka klasa 
modula 5 ima u polusegmentu (0, 15) tri člana. 

Dakle imade ukupno 17.3—51 trojka brojeva m, n, p, koji 
zadovoljavaju drugom dijelu zadatka; evo ih složenih u tablicu: 


n 0 1 2 3 4 5 5 6 i 8 97110 [U a ees 
| 
m 3 5 7 9 11-4319 1 8B 5 7 9 1 Re eats) 1 3 5 
1, 2,3 51 45 93] 1; 63] 33 85] Os 63] 25 75] 4; 9s! 15 6:1 3; 85) 0; 53] 25 75) 45 9; Pree 0; 53} 2; 731 45 9; 
Poso WALL | 1301 20) a) ee) 1610520! 12.1 Tesli ta | 13} 10 | 12; 14 


96. Koji dio ravnine prekrivaju središta svih elipsa, koje pro- 
laze kroz tri zadane točke? 

Zadatak dostavio D. Blanuša, Zagreb; riješili su ga V. Devide€, 
Zagreb, B. Zelenko, Zagreb; djelomično ga je riješio M. Živković. 

Devide rješava zadatak čisto geometrijski. Njegovo je izlaganje 
sažeto, ali će čitalac uz nešto razmišljanja vidjeti, da sadržava sve 
bitne misli. Evo njegova rješenja. 

Na sl. 1. neka su pravci a, b paralelni sa spojnicom točke S 
i raspolovišta dužine AB. Točka S neka je jednako udaljena od 
paralelnih pravaca c, d. Lako se možemo uvjeriti da sve elipse sa 
središtem u S koje prolaze točkama A, B prolaze i točkama A,, B,, 
te da jednostruko i bez praznina prekrivaju na slici 1. crtkani dio 
ravnine; t. j. nekom točkom C može se onda i samo onda položiti 
(jednoznačno određena) elipsa sa središtem u S, koja prulazi još 
i točkama A, B, ako je C unutar jedne a izvan druge od 
pruga 1; II. 

Odatle izlazi, da — ako je točka C zadana — središta Sh 
elipsa, koje prolaze kroz A, B, C leže u dijelu ravnine zajedničkom 
ili onom dijelu ravnine između pravaca p unutar kojeg je 
C i dijelu ravnine s one strane pravca q s s koje | nage (Goin 


obrnuto (sl. 2.); A, BC su raspolovnice BC, CA, AB. Prema 
tome središta svih elipsa koje prolaze točkama A, B, G prekrivaju 
crtkani dio ravnine u slici 2. isključivo njegove rubove, ali uklju- 


čivo točke A, B, fa za koje elipsa nije jednoznačno određena. 
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Analogno bismo našli, da necrtkani dio ravnine u sl. 2. (opet 
isključivši rubove, ali uključivši točke A, B, OC) prekrivaju središta 
hiperbola — odnosno za točke na pravcima AB, BC, CA sjecišta 
para pravaca — kroz točke A, B, C. 


d 


777 
Uf 
S 


L1 SI 2 


Zelenko daje analitičko rješenje: 


Jer je elipsa krivulja drugog reda, pa ne može imati s pravcem 
više od dvije zajedničke točke, može se uzeti da točke T,(T,,Y,) 
T.(T9, 92), Ta (Zg, Ys) Kartezijevog sustava (x,y) ne leže na istom 
pravcu, t. j. da je 
| Mp XY 


ae | +0. 
RASTI ee 


U tom je slučaju transformacija 


x=(x—xčt+la—zn+a fis 
Y= (V2— PD Et O2— At Hn 
uzajmično jednoznačna i linearna, a točke T,, T., T. imaju u (€, 9) 
sustavu koordinate (0,0), (1,0), (0,1). Kako je elipsa jedina zatvo- 
rena krivulja s jednadžbom drugog stupnja, linearnom transforma- 
cijom ostaje elipsa. 


Ako su ša 9) koordinate središta elipse, njena je jednadžba 
A (E—&)P? + B(E—&) M— 9) + C (X— wr = 1. (2) 


ak ' a) 
Koeficijenti A, B, C ispunjuju nuždan i dovoljan uvjet Be—#AC < 0. 


i 
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Prolazi li elipsa točkama (0,0), (1,0), (0,1), mora biti: 


At," + Bn, + CH? =1 
A (1 — £)? — B (1 — £)) my + C 00? = (3) 
At; — Bi (1—m) +€G—%)? =1 


Ako je determinanta sustava jednaka nuli, 


| &? šo Ma No? 
A= | (1 — 9)? — (1 — £9) M No? = 0, 
Eo? EVE (LE o)? 


ona je ranga 2. Onda mora biti 


| 1 & No? £o? 1 mo? | 
4, = | 1—(— 0) no no? =0 4, = | A—&)? 1 mn = 0. 
(eS) ahi $0* TL a=m)? 
ža Šo m 1 
A. == (1 => £9)? == (1 == &) No 1 == 0; 
šo? Glam 


odakle dobivamo jednadžbe 


—™ (1— 2m) =0 
—&(1—2&)=0 
(1— 28) 4 — 2m) =0. 


Tome je zadovoljeno za točke 


= 1 3 eee 1 
s (3.9). s (8.2). s 0.1) 


Za te su točke i 4,, Ap. A, ranga 2; (3) ima beskonačno mnogo 
rješenja za veličine A, B, C koje ispunjaju uvjet B* — 4AC < 0. 
Ako je 4=-0, mora biti 4,—44,4,. < 0. Kako je funkcija 

Ap—4A44¢ cijela racionalna, može mijenjati predznak samo 
prolazom kroz nultočke, pa je rub traženog područja sadržan u 
krivulji kojoj je jednadžba 

A,?— 44,4, = (1 — 2 £5)? (L — 2 9)? — 4 fo My (1 — 2%) (1 — 2m) = 07 
ili 


(u- 4) (»—4) (o4m-3) =0 
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Kako izraz A4; —>4A,Ac mijenja predznak onda i samo onda 
kad mijenja predznak samo jedan od faktora jednadžbe (4), bit će 
rub područja predočen pravcima 


u 

= 

1 

Mo => 

1 

tm > 


koji se sijeku u točkama S,, S,, S,. Točka T, (0,0) daje 


hide >?U, 
pa za traženo geometrijsko mjesto dobivamo na sl. 3. označeno 
područje, gdje treba isključiti rub osim triju presjecišta pravaca. 


Transformacijom (1) dobivamo za rub područja u (x, y) sustavu 
pravce koji prolaze raspolovištima dužina T,T,, T,.T,, T,T,. 


Živković rješava zadatak također analitički i dolazi do ispravne 
nejednadžbe za traženo područje, ali iz nje zaključuje samo na 
točke unutar trokuta S,S,S. i ne opaža, da je zadovoljavaju i točke 
ostaloga šrafiranoga područja. Osim toga ne napominje, da treba 
uključiti u područje vrhove trokuta. 
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98. Kao što je poznato, specijalna teorija relativnosti uzima 


da se masa mijenja sa brzinom po zakonu 


(m, masa mirovanja, c brzina svjetlosti). Uzevši da se masa elek- 
trona mijenja po tom zakonu, odredite stazu elektrona naboja (—e), 
koji se kreće oko jezgre naboja (+ Ze). Da li se izraz za Coulom- 
bovu silu, koja djeluje između elektrona i jezgre, može nadopuniti 
tako, pa da se elektron i uz konstantnu masu kreće po istoj stazi? 


Zadatak zajedno s rješenjem dostavio Z. Janković. 


Da riješimo postavljeni problem, polazimo od Newtonovog IL. 
aksioma 


=> 

P d 

pie, Pe. 

e (a) 

Budući da postoji 
d > Se 

> 5 ay, AS gee aed S >, 
p=mv=m ([rnr+ QrQ): Sa = 0, P: o =—mo, 


slijedi za centralnu silu 


d < 3. s dd 5 aie 
F, = ST: (mr) — mr Pp, aT (mrQ)+mro =0. 


Iz druge relacije, množenjem | S r, odmah slijedi drugi Keple- 
rov zakon : 


mr2o = K. (b) 


Iz prve relacije, prijelazom na zavisnost o g 
r= (p(t) |e 


i pomoću drugog Keplerovog zakona, nalazimo 


SIME K? d? 1 1 
Ee Pea) mr? EF (2) NE 3 i (€) 


> > 
Pomnožimo li relaciju (a) s dr =vdt, lakim računom, nala- 


zimo za relativističku masu m odnos 


me —>m+U=E. (d) 
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U slučaju klasične mehanike (m == m,) dobivamo ove relacije 


mor2@ = Ko. (b’) 

Ko? d? ul al 
aes mor? Er (5) ni d Ž (c) 
T+Uu=E. (d) 

Pretpostavimo da djeluje Coulombova sila 

ey cor 
Krs za (e) 
tada iz (c) slijedi 
RE ds 1 il 0; e 
A e ()+7)= “ka 
Eliminacijom mase m iz (d), uvaživši U— 2, dobivamo 
T 
en faa: ESA ee [ a een |. 

d fed rs. K? e? | E+ mo — r | (f) 


Da odredimo silu u klasičnoj mehanici, koja proizvodi isto 
gibanje, potrebno je za vremenski karakter izjednačiti K—K,, a 


za prostorni karakter 


Iz ove relacije jasno vidimo transformaciju izraza Coulom- 
bove sile (e). 
Jednadžbu staze (f) uz prikladnije oznake 


d? 1 a 
; P= 
dg? (2) +« r 


možemo lako integrirati 
& =Becosye-- Csinye + af . 
ar je 
Uzmemo li početni uvjet p—0, r=ekstrem, tada slijedi 
C =0. Sama jednadžba staze glasi 


sa cos Y +) . i 


= (1+ 
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Iz nje vidimo, da uz prikladne početne uvjete, elektron opisuje 


oko nepomične jezgre rozete s kutnom brzinom perihela 


2a al 
T oći 


(T = vrijeme obilaska elektrona). 


100. {i andy dz + y"dz da + 2"dxdy =? 
ako se integrira po površini kugle (x —a)2 + (y—b)2+ (e—c)2=r2. 
Zadatak dostavio Đ. Kurepa, riješio D. Mitrović, Zagreb. 


Rješenje. Označimo sa I (n) vrijednost danog integrala i neka su 
a, B, y kosinusi smjera pozitivne normale. Kad izvršimo translaciju 
koordinatnog sistema u točku (a, b, c) i zatim apstrahiramo novu 


varijablu, dobivamo 
I(n) = (( (x + a)" dy dz + (y +b)" dz dx + (= +0)" dx dy 
K 

ili 

T(n) = (fa +" dy dz + (ly + 6)" dz dxt (( (2 +0)" dx dy 

K K K 

gdje je sada K= 2? 4+ y?+ 2—1r? —0. 

Izračunajmo najprije integral 


Z=((a+o0'dsdy=2+2, 
K 


pri čemu Z, odn. Z, označuje vrijednost integrala Z na polukugli 
20 odn. 20; 


Imamo 


4=+ {i [e+ Vr— (x2 Fy2)]" da dy, 
A 
jer je y >>0. A je oblast ograničena krugom x? + y? —7?. 
Prijelazom na polarne koordinate, dobivamo 


20 r r 
“= lade \ [e+ Vr?—e]" edo = 2x f [e+ Vr2—e]" odo. 
a ( 


) 0 
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Zamjenom varijable 


Vr—e=t — 
das Bk Vr—e 


postaje 
BE žu \ e+ fo di = 2 | t JI (2) PP ae. 
0 t p=? 
Odatle: 

= pt2 

2 n n—p 7 
la kani E ) p+2 

p=0 


Integral Z, se izračunava slično kao Z,; izlazi 


: ire 


Z2=— 20x y 2) ANE EE ai 


dakle 


pt2 
\\ (z+ 0)" dxdy=2x y (2) e ai fra)" 


p=0 


Na isti se način dobivaju analogni izrazi za 


X= {{ (x+a)" dy dz 
K 


te za Y. Zbrajanjem tako dobivenih jednakosti, neposredno slijedi 
trazeni rezultat: 


n 
* p+2 


P 
Fink abe h (2) < aa’ Po te eal. 


Pp 
p=0 
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136.* Iz mjesta A pođu u nekom trenutku dva trkača, prvi i 
drugi prema mjestu B. Iz mjesta B u istom trenutku krenu prema 
mjestu A treći i četvrti trkač. Prvi se trkač susreo s trećim poslije 
vremena t,, a s četvrtim poslije vremena t,, dok su se drugi i 
treći trkač susreli poslije vremena t,. Ako su sva četvorica cijelo 
vrijeme trčala jednolikim brzinama, kada je drugi trkač susreo 
četvrtoga? 

Zadatak dostavio D. Blanuša, Zagreb. Riješili su ga ing. Antun 
Tripalo, Novi Sad, Zdenka Blašković, Zagreb, Vuk Fatić, student, 
Beograd, Ivan Papazovski, student, Ljubljana i M. Marjanović, uč., 
Nikšić. 

Dajemo rješenje, koje u biti odgovara elegantnom Fatićevu 
postupku. Neka je s udaljenost AB, x udaljenost trkača od točke A, 
a Cy, Cy, Ca, €, Neka su brzine trkača I, II, III, IV. Njihove jednadžbe 
gibanja onda glase po redu 


kx=oat, x=e6t, x=s—Gt, x=s—ut. (1) 


Odredimo vremena susretanja t,, t,, t,, t, trkača I III, I IV, II III, 
II IV eliminacijom varijable x iz dotičnih jednadžbi i napišimo 
recipročne vrijednosti tih rezultata: 

A je e+ es, at se duri ety C2 + €3 | 1 _ ete. 


ti bj to s ty s ta Ki 


(2) 
Vidimo odmah, da vrijedi 


MAE uce 
= mem pne 3) 
ahr ( 
ili 


ti te t3 
Uf E (3) 
4 ty ty + tyty — tytg 
čime je zadatak riješen. 
Uzme li se u jednadžbi (3) recipročna vrijednost lijeve i desne 
strane i zatim množi sa 2, jednadžba prima oblik 
2 ti ty 2 ty tz 


t+ ty izd DEE“ (4) 


što znači, da je harmonijska sredina od t,,t, jednaka harmonijskoj 
sredini od t,,t,. Ova tvrdnja ima lijepo geometrijsko značenje. 
Nacrtamo li u koordinatnom sustavu t,x jednadžbe gibanja (1) kao 
pravce (nacrtaj sliku!), tvorit će ti pravci četverokut, kojemu vrhovi 
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1, 2, 3, 4 odgovaraju susretanjima trkača. Po dvije suprotne stra- 
nice četverokuta sastaju se na osi x, i to stranice I i II u ishodištu, 
a stranice III, IV u točki (0,s). Povucimo dijagonale četverokuta i 
označimo njihovo sjecište sa 5. Sjecište dijagonale 2,3 s osi € 
neka je označeno sa 6, a sjecište dijagonale 1,4 s osi x sa 7. Iz 
elemenata projektivne geometrije onda znamo, da su točke 6, 2, 
9, 3 na jednoj dijagonali harmonijska četvorka, a isto tako da su 
točke 7, 4, 5, 1 na drugoj dijagonali harmonijska četvorka. No 
onda i projekcije tih točaka na os t tvore harmonijske četvorke, 
pa je t-koordinata točke 5 harmonijska sredina koordinata £.,t., 
što izlazi iz harmoniteta jedne četvorke, a ujedno je to harmonijska 
sredina koordinata t,,t,, što izlazi iz drugog harmoniteta. Zajed- 
nička vrijednost lijeve i desne strane jednadžbe (4) nije dakle ništa 
drugo nego koordinata t, sjecišta dijagonala četverokuta. 


Konačno još dodajemo, da se relacija (3) može dovesti i u oblik 
determinante: 


ty 4% / 
to 0 ts = |L 
to ty ty 


137.* Riješi nejednadžbu 
(x? + y?)? — (2a + 2y— 1)? <0. 


Dostavio s rješenjem M. Vučkić, Zagreb. 

Rješenje: Ako rastavimo lijevu stranu nejednadžbe na faktore, 
vidimo, da će ona biti zadovoljena, ako je x2 +-y?+-2r+2y—1 > 
; 20, a x? + y?—2x— 2y+1<0, ili obrnuto. 

No 27+ y?+ 2x+ 2y—1=0 predstavlja periferiju i dio 
ravnine izvan kružnice K,, koja ima središte u S, (—1,—1), a polu- 
mjer joj iznosi 1, = V3, jer z?-+ y? + 2x + 2y—1—0 ili dru- 
gačije pisano (x+ 1)? + (y+ 1)?=3 predstavlja jednadžbu te 
kružnice. Analogno x? + y? — 2x — 2y + 1—0 predstavlja perife- 
riju i unutrašnjost kružnice K,, koja ima središte S, (1,1) i polu- 
mjer r,==1. Obrnuto u drugom slučaju. Budući da te dvije kru- 
žnice nemaju zajedničkih realnih točaka, nejednadžbi će udovo- 
ljavati koordinate svih onih točaka, koje leže na periferiji ili u 
unutrašnjosti svake od tih dviju kružnica. 
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ZADACI 


143.* Kod temperature 0% dvije tanke metalne pruge neka: 


imaju dužinu 1, debljinu d/2, širinu k. Duž plohe kl neka budu 
ove pruge čvrsto slijepljene, tako da čine bimetalnu prugu debljine 
d, kojoj je jedan kraj učvršćen i koja će se, ako je ugrijemo na 
temperaturu t, radi različnih koeficijenata rastezanja a,a’, svinuti. 
Pretpostavit ćemo, da svinuta bimetalna pruga ima oblik kružnog 
luka, zatim da su polumjeri koncentričnih lukova za oba metala 


d d 
r+ Sr Va o 
Pomoću zadanih veličina l, d, t, a, € neka se odrede polumjer r, 
središnji kut m luka i otklon h slobodnog kraja svinute pruge iz 
ravnog početnog položaja. 

Specijalni primjer: podaci za bimetalnu prugu sastavljenu od 
žute mjedi i željeza neka budu: 


=0,2cm, I1=30 cm, t = 100" C, 
a=18 - 107% vor 125 105° 


Primjedba: Kod rješavanja zadatka uzet ćemo, da član d?/r? 


iščezava prema 1. Ž : Z 
P (Dostavio D. Pejnović) 


144. Dokaži, da je 


1 
x cotg xdx = 3 In 2. 


er 


(Dostavio D. Blanuša) 


145. U kinetičkoj teoriji plinova važnu ulogu ima srednja 
brzina c i relativna srednja brzina c, čestica (na pr. kod odre- 
đivanja broja sudara i dužine slobodnog puta). Pretpostavivši da 
su brzine razdijeljene po Maxwellovom zakonu izvedite odnos 

c= Ve c. 
(Dostavio Z. Janković) 


Fe vw 


Beg se formule iz člabEa u patie ne- ponavljaju. Zato. ra po 
} Mion formule numerirati i u sadržaju se na njih pozvati. Glasniku | 
ose mogu pena i: članci na GEM stranom daa ost jeziku, U tom 


stva mogu poslati uz članak i sadržaj na svom jeziku. Taj ¢ će sadržaj 
uredništvo prevesti na hrvatski, 
_ Autori dobivaju 50 separata besplatno. 


} 


7 AUX COLLABORATEURS DU »GLASNIK« 


D Les collaborateurs sont priés d’adresser les articles et la corre- 
. gpondance a la rédaction de »Glasnik matematičko-fizički i astronom- 
oski«, Zagreb, Marulićev trg 19. J 
ahs Les manuscrits doivent étre écrits a la machine avec interligne 

sur une c6t€ de la feuille. Les formules doivent étre numérotées afin 
nE @éviter leur répétition dans le résumé. Les auteurs étrangers sont 
| invitćs de rédiger le résumé dans leur langue, la rédaction se chargeant 
de le traduire en croate, | 
sie i a Les auteurs recoivent a titre rati 50 exemplaires de tirages 
SO ačeda PB 
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ha tks IZ REDAKCIJE E 


Bla . X 


Rješenja zadataka, kaja se šalju 4 CHlesanileice neka su pisana stro- ey : 
\ jem ili čitljivo rukom na jednoj strani papira i to tako, da se rješenje _ e 
svakog zadatka nalazi na posebnom papiru. Ako je uz rješenje potrebna Bau 


iN bate slika, treba je nacrtati posebno, po mogućnosti na boljem papiru. Rje- ; } ii 
Ni “| šenja označena zvjezdicom objavit ćemo već u drugom narednom broju SB 
AG  >»Glasnika«, Te zadatke mogu riješiti i učenici srednjih škola, odnosno - : 


poka prvih semestara, Neka se redakciji nba i zadaci, ali samo 
originalni i sa pripadnim rješenjem. 


OBAVIJEST ' ann 


tig Matematičari, fizičari i svi ostali, koji se zanimate matematitko- | 
fizičkim naukama, učlanite se u Drušivo matematičara i fizičara N. R ka, Da 
Hrvatske. \ Nac 
Prijave poslati zajedno s adresom Hrvatskom prirodoslovnom dru- 
_ Stvu, Zagreb, Ilica 16/11I (za Društvo matematičara i fizičara N. R. H). > 
inu od Din 20.— i godišnju članarinu od Din 120.— pošaljite | 
čekovnom uplatnicom 401-9533139 (Društvo mat, i fiz. N. R. H., ey Za 
Članovi Društva dobivaju Glasnik besplatno, tig 
Pravila Društva mogu. se dobiti besplatno, ako ih zatražite na gor- 
nji naslov, Aah 
kh Na Glasnik se mogu pretplatiti i oni, koji nisu članovi. Društva. | 
. Pretplata iznosi. Din 120.— godišnje i šalje se čekovnom uplatnicom, 
M Molimo članove i i pretplatnike da pram plaćaju članarinu odnosno 
tplatu, | Pu k 


saveta, šare so adrese treba hitno javiti Hrv. pris društvu. 


Upozoravamo čitatelje, a naročito srednjoškolsku omladinu, da će | 
Društvo matematičara i fizičara N. R. H. uskoro početi sa izdavanjem 
časopisa 


MATEMATIČKO-FIZIČKI LIST 


ZA UČENIKE SREDNJIH ŠKOLA 


Zadatak je časopisa da kod učenika srednjih i srednjih stručnih 
škola, kao i ostale omladine, pobudi što veće zanimanje za izučavanje 
matematike, fizike i srodnih nauka, | 

List će izlaziti u pet brojeva u toku jedne školske godine, a prvi 
broj će izaći tokom mjeseca siječnja 1951. god, Pretplata iznosi MD 
Din 60.—, a cijena pojedinog broja Din 15.—. 

Pretplate i narudžbe slati na »Školska knjiga — poduzeće za ae 
vanje Skolskih knjiga i udzbenika«,. Uprava: Zagreb, Ilica 28 (tel. 23-198) 
na ček, račun 401-471801. Na poledini ¢ekovne uplatnice oko da | 
je pretplata za »Matematičko-fizički list«,’ 

Dopise i članke slati na uredništvo »Matematičko-tizičkog lista ZA Ve 
učenike srednjih Skola«, Zagreb, Petrinjska 28/11 (na urednika prof, M. il 
Sevdića), 


IHrvatsko prirodoslovno društvo ponovno izdaje poznati svoj »Be- 
šković«, Izašao iz štampe: 


ALMANAH OSEGvIĆ 
f ZA GODINU 1950, 


u kojem se nalaze, uz crn i iserpni astronomski dio, i ovi label! 


Dr. Ž. Marković: | Rudje Boskovié, 
Ing. N. Abakumov: Astronomsko-geodetski radovi Rudjera Boškovića, 
Dr. D, Blanuša: Teorija relativnosti, 

Dr. T. Pinter: Lenjin i fizika na početku xX, stoljeća, 
Dr. B. Marković: Mjerenje i mjere, 


Upozoravamo sve, koji se zanimaju astronomijom i prirodnim 
naukama, na ovu ediciju, koje će odsad redovito svake godine izlaziti. 

Almanah se može dobiti u svim boljim knjižarama uz cijenu od 
Din 88.—. Članovi Hrvatskog prirodoslovnog društva mogu ga nabaviti 
u Društvu, Zagreb, Ilica 16/III kat uz člansku cijenu od Din. 75.—. 

Almanah Bošković za godinu 1951. nalazi se u štampi i izaći će 
početkom 1951. godine. U slijedećem broju Glasnika donijet ćemo poje- 
dinosti o njemu. 
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